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Weiſe von Anfang an die beſten Namen gelte, gern oie Gelegenheit 
benugend, ſich an weitefte Kreiſe zu wenden. 

So konnte der Sammiung auch der Erfolg nicht fehlen. Mehr als die 
Hälfte der Bände liegen, bei jeder Auflage durchaus neu bearbeitet, 
bereits in 2. bis 9. Nuflage vor, insgeſamt bat die Sammlung bis fegt elne 
Verbreitung von faſt 3 Millionen Exemplaren gefunden. 

Alles in allem find die ſchmucken, gehaltvollen Bände beſonders geeignet, 
die Freude am Buche zu wecken und daran zu gewöhnen, einen Betrag, den 
man für Erfüllung körperlicher Bedürfniſſe nicht anzufeben pflegt, auch für 
die Befriedigung geiſtiger anzuwenden. 

Wenn eine Verteuerung der Sammlung infolge der durch die wirtichafts 
liche Lage bedingten außerordentlichen Steigerung der Berſtellungskoſten 
auch unvermeidbar geweſen iſt, ſo iſt der Preis doch entfernt nicht in dem 
gleichen Vethältnis geftiegen, und auch jetzt iſt ein Band „Aus Natur 
und Geiſteswelt im Vethaͤlnis zu anderen Büchern und insbeſondere 

zu der Verteuerung im allgemeinen wohlfeil. 
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Nu 


nunmehr über Soo own nenn, 
in die Hauptwiſſens gebiete für den Unterricht odere Seren un Acht des 
Saien nach den heutigen meibodiſchen Anforderungen, jeit ihrem Enijteben 
(1898) ben Gedanken dienend, auf denen die heute fo mächtig entwickelte 
Volkshochſchulbewegung beruht. Sie will jedem geiſtig Mündigen die 
Möglichkeit ſchaffen, ſich ohne deſondere Vorkennmiſſe an ſicherſter Quelle, wie 
fie die Darſtellung durch berufene Vertreter der Wiſſenſchaft bietet, über jedes 
Gebiet der Wiſſenſchaft, Kunſt und Technik zu unterrichten. Sie will ihn dabel 
zugleich unmittelbar im Beruf fördern, den Geſichtskteisetweiternd, 
die Einſicht in die Bedingungen der Berufsarbei vertiefen d. Dieſem Bes 
dürfnis können Skizzen im Chatakter von „Auszügen aus großen Lehrbüchern 
nie eniſprechen, denn foiche ſezen eine Verrauthel mit dem Stoffe ſchon voraus, 
Die Sammlung bietet aber auch dem Fachmann eine caſche zuber⸗ 
läſſige Aber ſ icht über die ſich deute von Tag zu Tag weitenden Gebiete 
des geiltigen Lebens in weiteſtem Umfang und vermag fo vor allem auch 
dem immer jtärter werdenden Bedürfnis des Sorfhers zu dienen, ſich 
auf den Nahbargebieien auf dem kaufenden zu erhalten. 1 
In den Dienſt diefer Aufgabe baben ſich darum auch in dankenswerter 
Weiſe von Anfang an die deſten Namen geſtellt, gern die Gelegendeit 
benutzend, ſich an weiteſte Kreiſe zu wenden. 
So konnte der Sammlung auch der Erfolg nicht fehlen. Mehr als die 
Hälfte der Bände liegen, bei jeder Auflage durchaus neu bearbeitet, 
bereits in 2. bis 9. Auflage vor, insgeſamt bat die Sammlung bis jest elne 
Verbreitung von faſt 8 Millionen Exemplaren gefunden. 
Alles in allem find die ſchmucken, gebaltvollen Bände beſonders geeignet, 
die Freude am Buche zu wecken und daran zu gewöhnen, einen Bettag, den 
man für Erfüllung körperlicher Bedürfniſſe nicht anzuſehen pflegt, auch für 
die Befriedigung geiltiger anzuwenden. 
Wenn eine Verteuerung der Sammlung infolge der durch die wirtſchaft⸗ 
liche Lage bedingten außerordentlichen Steigerung der Berſtellungskoſten 
auch unvermeidbar geweſen iſt, fo iſt der Preis doch entfernt nicht in dem 
gleichen Verhältnis geftiegen, und auch jest iſt ein Band „Aus Natur 
und Geiſteswelt im Verhältnis zu anderen Büchern und insbeſondere 
zu der Verteuerung im allgemeinen wohlfeil. 
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Erſter Abſchnitt. 


erſten Grades. 
§ 1. Die Zahl. Das Zählen. 


Das Vorkommen gleicher oder gleichartiger Dinge in verſchiedenen 
engen veranlaßt uns, dieſe Mengen nach ihrer Größe miteinander 
zu vergleichen. Dieſes Vergleichen wird dadurch ermöglicht, daß wir 
ö rmitteln und angeben, wie oft das einzelne Ding in jeder Menge 
enthalten iſt. Auf der tiefſten Stufe menſchlicher Entwicklung konnte 
nan ſicherlich nur bei ganz kleinen Mengen genauere Angaben machen. 
Es genügte dann wohl zur Bezeichnung die Angabe: eins, eins und 
ins, eins und eins und eins uſw., wie wir fie von Kindern zuweilen 
‚hören. Bei weiterer Entwicklung ſchuf die Sprache für die Anzahl 
‚der in dieſen kleinſten Mengen vorkommenden Dinge beſondere Namen. 
Es entſtanden die Zahlen eins, zwei, drei uſw. Sahlen find 
ö Iſo Summen von Einheiten. Mit der Namengebung ging man 
dis zur zehn. Die Bezeichnung noch größerer Mengen als von zehn 
Dingen wurde dann mit wenigen Ausnahmen durch geeignete Su: 
0 mmenſtellung der erſten Sahlwörter ausgeführt. 

& Solange man Mengen ganz beſtimmter Dinge in dieſer Weiſe an⸗ 
Jab, fügte man ſtets zu dem Zahlwort den Namen des in der be⸗ 
f N achteten Menge wiederholt vorkommenden Dinges hinzu. Eine Sahl 
Mit dahinter geſetzter Benennung des Dinges, deſſen Menge man er⸗ 
‚mittelt, nennt man eine benannte Sahl, z. B. 5 Meter, 17 Bäume uſw. 
Fine sahl ohne hinzugefügte Benennung heißt eineunbenannte Sahl. 
Geht man von der Eins aus, fügt eine neue Eins hinzu, zu der 
#rhaltenen Sahl wieder eine neue Eins uff. und nennt jedesmal die 
padurch erhaltene Sahl bei ihrem Namen, ſo ſagt man: man zählt. 
Pie beim Zählen von eins an nacheinander genannten Sahlen bilden 
hie Zahlenreihe und heißen die natürlichen Sahlen. Das Zählen 
Jann auch von einer höheren Sahl als der Eins beginnen. Da man 
ſtets durch hinzufügen von eins zu einer gegebenen, noch fo großen 
Pahl auf eine neue Zahl kommt, fo erkennt man leicht: Die Zahlen⸗ 
reihe iſt unbegrenzt nach oben. 


— 
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Man kann aber auch von einer beliebigen Zahl ausgehend dadurı 
zu neuen Sahlen gelangen, daß man von der Sahl eine Eins for 
nimmt, von der jo erhaltenen Zahl wieder eine Eins fortnimmt u 
und jedesmal die hierdurch erhaltene Zahl bei ihrem Namen nenn 
Man ſagt dann, man zählt rückwärts, und nennt im Gegenſa 
hierzu das vorher auseinandergeſetzte Zählen „vorwärts zählen 
Bei dieſem Rückwärtszählen kann man nicht beliebig weit zurückgehen 
Schließlich ſtößt man auf eins. Nimmt man auch dieſe Eins noch for 
ſo bleibt nichts mehr übrig. Daß man auf dieſe Stelle beim Sa 
gekommen iſt, deutet man an durch Null. 

Aus dieſen Betrachtungen folgt: Die Sahlenreihe iſt vo 
Null an nach oben unbegrenzt, fie beſitzt als untere Grenz 
die Null. 

Durch eine Zeichnung kann man ſich hiervon eine Vorſtellun 
verſchaffen. Auf einer Geraden (Fig. 1) nehme man einen beliebige 


untere Grenze keine Grenze 


Zahlenloses Gebiet Gebiet der natürlichen Zahlen. 

Fig. 1. 5 
Punkt O an und trage, von O ausgehend, etwa nach rechts eine be 
liebige Strecke ſo oft man will hintereinander ab und betrachte di 
Strecken O1, 02, 03, .. . als die graphiſche Darſtellung de 
Sahlen 1, 2, 3... man ſieht, daß man von O aus nach recht 
auf der unendlichen Geraden nie an das Ende kommt, während be 
O nach links eine Grenze ſich befindet, und daß jenſeits von O au 
der linken Seite überhaupt keine Sahlen dargeſtellt werden können 


§ 2. Das Rechnen. Die Rechnungsarten. 

Beim Zählen wird aus einer beliebigen Zahl und aus de 
Eins ſtets eine neue Sahl gebildet durch hinzufügung der Eins ode 
durch Fortnahme der Eins von der Zahl. Bildet man aus zwei be 
liebigen Sahlen auf irgendeine Weiſe eine neue Sahl, ſo nennt ma 
dies „rechnen“ und unterſcheidet je nach der Art, wie aus den ge 
gebenen beiden Sahlen die neue Sahl gebildet wird, verſchiedene Rech 
nungsarten. Bei Ausführung dieſer Rechnungsarten ſtellen fic 
manche Geſetze, „Rechengeſetze“, heraus, die aber ſchwer erkennbaß 
find, ſolange man mit den beſtimmten Zahlen rechnet. Um fie Ba | 


8 2. Das Rechnen, Rechnungsarten. 8 3. Grundſätze 3 


N hervortreten zu laſſen, hat man ſich daran gewöhnt, Sahlen durch 
kleine lateiniſche Buchſtaben: a, b, c. ... zu bezeichnen. Die aus zwei 
durch Buchſtaben bezeichneten Zahlen gewonnene neue Sahl erſcheint 


dann nicht mehr als einfache Sahl (als ein neuer Buchſtabe), ſondern 
iſt aus den beiden urſprünglichen Buchſtaben zuſammengeſetzt, die je 
nach der ausgeführten Rechnungsart auf eine im Laufe der Seit ver⸗ 


einbarte Schreibweiſe nebeneinander geſchrieben oder durch ein be⸗ 
ſonderes Zeichen, das Rechnungszeichen, miteinander verbunden find. 
| So findet man, wenn man die ſchon aus dem gewöhnlichen Red)» 
nen bekannten vier Rechnungsarten: Addition, Subtraktion, Multi⸗ 
plwGikation und Diviſion mit den Sahlen a und b ausführt: durch Ad» 
dieren a + b, durch Subtrahieren a — ö, durch Multiplizieren a - b 


und durch Dividieren a: b, oder in anderer Schreibweiſe 5 Die hier⸗ 
bei verwendeten Zeichen „+",„— , „ , „:“ ſind die für die genann⸗ 


ten Rechnungsarten gebräuchlichen Rechnungszeichen. 


f Will man die Gleichheit zweier Zahlen ausdrücken, ſo pflegt man 
dieſelben durch das Zeichen „=“, das Gleichheitszeichen, zu ver⸗ 
binden (a = b, 3.4 = 12) und nennt den dadurch erhaltenen Aus» 
druck eine Gleichung. Die beiden rechts und links von dem Gleich⸗ 
heitszeichen ſtehenden Kusdrücke heißen die rechte und die linke 
Seite der Gleichung. 
$ 3. Grund ſätze. 

Gewonnene Erkenntniſſe pflegen wir in Sätzen, die den Inhalt 
der Erkenntniſſe angeben, auszuſprechen. Dieſe Sätze ſind entweder 
beweisbar (Lehrſätze) oder nicht beweisbar (Grundſätze). Sätze ſind 

beweisbar heißt, wir können ihren Inhalt als richtig darſtellen, indem 
wir einfachere, ſchon als richtig erkannte Sätze zur Hilfe nehmen. Sätze 

ſind nicht beweisbar oder Grundſätze, wenn wir die in ihnen aus⸗ 
geſprochene Behauptung nicht durch einfachere Wahrheiten erklären 
können. 

Die wichtigſten Grundſätze ſind: 

l. Jede Größe iſt ſich ſelbſt gleich (a = a, b+c=b+H.). 
Il. Das Ganze iſt gleich der Summe feiner Teile. Das Ganze 
iſt größer als jeder feiner Teile. 

Ill. Gleiche Größen darf man füreinander ſetzen. 

4 Mit Hilfe diefer drei Grundſätze läßt ſich nun noch eine Reihe 
von Sätzen herleiten, die vielfach auch zu den Grundſätzen gezählt 
werden. 
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Iſt a b und e = b, fo folgt, wenn man nach Grundſatz IN ö 
in der Gleichung a = b die Größe b durch c erfeßt: a - c. man 


ſpricht dies folgendermaßen aus: 


IV. Sind zwei Größen einer dritten gleich, fo find fie ein. 


ander gleich. 
Iſt ferner a= a, und b = bi, und man erſetzt in den nach 
Grundſatz I richtigen Gleichungen 


a+b=a+b, 
a—b=a-—b, 
a ba b, 
a a 
5 5 


auf der rechten Seite a und ö durch die ihnen gleichen Größen a. 


bzw. b, (Grundſatz III), jo findet man 
a ＋ b= a, 1010 b,, 


Dieſe vier Gleichungen liefern die Sätze: 
Va. Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches. 
Vb. Gleiches von Gleichem ſubtrahiert gibt Gleiches. 
Ve. Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches. 
Vd. Gleiches durch Gleiches dividiert gibt en, 


§ 4. Die Addition. 
1. Erklärung: Die Sahl b zu der Sahl a addieren heißt 


die Einheiten von b zu den Einheiten von a hinzufügen 


und auf dieſe Weiſe eine neue Sahl beſtimmen. 


Das Ergebnis der Addition der Sahlen a und b, das heißt die 


Sahl, welche man erhält, wenn man b zu a addiert, ſchreibt man 
a ＋ b (geſprochen „a plus b“) und nennt es Summe. Die Sahlen 
a und b heißen die Summanden. 

Sind die Buchſtabengrößen in beiden Summanden dieſelben, fo 


kann man die Summe als eine Sahl angeben ohne das Rechnungs⸗ 


zeichen. So ergibt die Addition der beiden Zahlen 3a und 7a die 
Summe 3a + 7a oder 10a. 

Die vor den Buchſtaben ſtehenden Zahlen, in unſerem Beijpiel 
3, 7, 10, nennt man Koeffizienten. 


8 4. Die Addition 5 


Die bei der Addition ausgeübte Tätigkeit unterſcheidet ſich alſo von 
der beim Dorwärtszählen ausgeübten nur dadurch, daß man zu einer 
Zahl nicht ſtets die Eins, ſondern eine beliebige andere Sahl, eine Menge 
von Einheiten, hinzufügt und auf dieſe Weiſe eine neue Sahl bildet. 

Das Dorwärtszählen iſt ein beſonderer Fall der Ad- 

dition. 

2. Das Ergebnis der Addition zweier Zahlen findet man, indem 

man die beiden Sahlen durch das Additionszeichen „“ verbunden 
nebeneinander ſchreibt. Nun find Zahlen Summen von Einheiten ($ 1), 
alſo Summen von der Form 1 1, IH1 +1, 1I+1-+1+1,... 
Denkt man ſich die Zahlen in dieſer Weiſe geſchrieben und dann addiert, 
ſo erkennt man ſofort 
| Das Kommutationsgeſetz: Der Wert einer Summe iſt un⸗ 
abhängig von der Folge der Summanden. 
Man kann dieſes Geſetz auch ausdrücken durch die Gleichung 
a ＋ b bra. 
Eine ſolche ein Geſetz in arithmetiſcher Schreibweiſe darſtellende 
Gleichung nennt man eine Formel. 
3. Soll eine Summe einer Rechnung unterworfen werden, ſo muß 
man ſie in eine Klammer einſchließen. Soll 3. B. die Summe be 
0 zu a addiert werden, ſo deutet man dies an, indem man ſchreibt 
a+l(b-+c). 

Für die Ausführung dieſer Aufgabe gilt der 

Lehrſatz über die Addition einer Summe. Statt eine Summe 
zu addieren, kann man die Summanden einzeln nach⸗ 
einander in beliebiger Folge addieren. 

0 Formel: a (b OM Saber. 
Beiſpiel: 1. 3a + (Ja 5b) = 34 774 J 5 
10a NA 5. 
2. 44 ＋ (5b ＋ 6a) ＋ (34 J 2b) ＋ 4b 
Aar 5b T Ga 3a ＋ 2b ＋ 4b 
Aa Ga Sa 5b T 2b T 4b (84, 2) 
13a 11b. 

Dieſer Cehrſatz findet beim Kopfrechnen vielfach Anwendung, 
indem man die zu addierende Zahl in eine Summe zweier Zahlen 
umwandelt und nun die Summanden dieſer Summe einzeln nach⸗ 
einander addiert. So iſt 
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97 + 35 = 97 + (3 + 32) = 97 + 3 + 32 = 100 + 32 = 132, 
oder 
97 + 35 = 974 (30 +5) 97 +30 J 5 127 4 5 — 132. 


$ 5. Die Subtraktion. 


5 Pe ee 


1. Erklärung: Die Zahl b von der Sahl a fubtrahieren 
heißt die Einheiten von b von den Einheiten von a fort 


nehmen und auf dieſe Weiſe eine neue Sahl beſtimmen. 


Das Ergebnis der Subtraktion der Zahl h von der Sahl a ſchreibt 
man a — b (geſprochen „a minus b“) und nennt es differenz. 


Die Zahl a, von der ſubtrahiert wird, nennt man den Minuendus, 
die Zahl b, welche ſubtrahiert wird, den Subtrahendus. 


kluch die Differenz kann man, wenn die Buchſtabengrößen die⸗ 
ſelben find, als eine Fahl angeben, fo erhält man, wenn man 3 


von 8a ſubtrahiert, Ba — 34a = 5a. 
Die bei der Subtraktion ausgeübte Tätigkeit unterſcheidet ſich von 


der beim Rüdwärtszählen ausgeübten nur dadurch, daß man von 


einer Zahl nicht ſtets die Eins, ſondern eine beliebige andere Sahl h 


fortnimmt und auf dieſe weiſe eine neue Sahl bildet. 


traktion. 
Für die Differenz gilt ein Kommutationsgeſetz nicht. Dies iſt der 
Grund, weshalb man hier den Sahlen a und b verſchiedene Namen 


Das Rüdwärtszählen iſt ein beſonderer Fall der Sub. 


gegeben hat, während bei der Summe beide durch denſelben Namen 


bezeichnet werden durften. 


Wie die Summe, ſo muß auch die Differenz, wenn mit ihr eine 1 


Rechnung vorgenommen werden ſoll, in Klammern eingeſchloſſen 


werden. 
Die Subtraktion führt zu folgenden Lehrſätzen: 


2. Soll man von 15 die Summe der Sahlen 7 und 5 ſubtrahieren, 93 


ſo ſchreibt man 15 — (7 J 5). 


Man kann dieſe Aufgabe löſen, indem man zunächſt die Summe 
7+5 12 bildet und dann 12 von 15 ſubtrahiert. Man kann 
ſich aber auch fragen, ob man ſich nicht die Bildung der Summe er⸗ 


ſparen könne. subtrahiert man von 15 zunächſt 7, jo iſt das Refultat 8 


zu groß, und zwar um 5 zu groß, da man 7 und 5 ſubtrahieren 
ſollte; man muß daher, um das gewünſchte Reſultat zu bekommen, } 


von der erhaltenen 8 noch 5 abziehen. Dies ergibt 3. 
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8 5. Die Subtraktion 7 
Dieſe Überlegung liefert den 
Lehrſatz über die Subtraktion einer Summe. Statt eine 


Summe zu ſubtrahieren, darf man die Summanden einzeln 
nacheinander in beliebiger Folge ſubtrahieren. 


Formel: a- (bo) S a- bee. 
Beiſpiel: 504 ＋ (3a+ 110) — Ca 8b) 
50a ＋ 3a ＋ 11b - 74a — 8b = 46a ＋ 3b. 
Anwendung beim Kopfrechnen: 
157 — 69 = 157 (57 + 12) 
= 157 — 57 — 122 = 100 — 12 = 88. 
157 — 69 = 157 — (60 + 9) 
= 157 — 60 —9= 97 —9= 88. 
3. Soll man zu 15 die Differenz der Zahlen 7 und 5 addieren, 
fo ſchreibt man 16 % 5). 
Würde man, ſtatt einfach die Differenz 7 — 5 = 2 zu addieren, 
zunächſt 7 addieren, ſo wäre das Reſultat um 5 zu groß, da man 
nicht 7, ſondern die um 5 kleinere Sahl addieren ſoll. Man muß 


alſo, um das richtige Reſultat zu erhalten, von der gewonnenen Summe 
noch 5 abziehen. Hierdurch findet ſeine Erklärung der 


Lehrſatz über die Addition einer differenz. Statt eine Diffe⸗ 
renz zu addieren, darf man den Minuendus addieren und 
den Subtrahendus ſubtrahieren. 


Formel: at (b—)=atb-—.c. 
Beiſpiel: 37a + (15b — 8a) - (55 ＋ 900 
37a+ 15b -— Sa—5b— 9a=20a+ 106. 
Anwendung beim Kopfrechnen: 
56 + 97 = 56 + (100 — 3) = 56 ＋ 100 — 3 


= 156 — 3 = 153. 
4. Soll man von 15 die Differenz der Zahlen 7 und 5 abziehen, 
ſo ſchreibt man 15. (50 


Würde man, ſtatt einfach die Differenz 7 — 5 = 2 zu ſubtra⸗ 
hieren, zunächſt 7 ſubtrahieren, ſo wäre das Reſultat um 5 zu klein, 
da man nicht 7, ſondern nur die um 5 kleinere Zahl ſubtrahieren 
ſollte. Man muß alſo, um das richtige Reſultat zu bekommen, zu 
der erhaltenen Differenz noch 5 addieren. 
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Dieſe Betrachtung führt zu dem 

Lehrſatz über die Subtraktion einer differenz. statt eine 
Differenz zu ſubtrahieren, darf man den Minuendus 
ſubtrahieren und den Subtrahendus addieren. 


Formel: a- (b -O =- bre. 
Beiſpiel: 48a — (12a 195) ＋ (44 — 9b) = 
48 4 — 12a ＋ 19 ＋ 4a — 9b=40a + 10b. 
Anwendung beim Kopfrechnen: 
276 — 189 = 276 — (200 — 11) 
= 276 — 200 + 11= 76 + 11 = 87. 


§ 6. Die Umkehrung einer Rechnungsart. 
Die Subtraktion als Umkehrung der Addition. 


Erklärung: Eine Rechnungsart umkehren heißt aus der 
in ihr geſuchten Sahl und einer der gegebenen Sahlen die 
andere gegebene Sahl beſtimmen. 

Bei der Addition find zwei Zahlen, die Summanden, gegeben, 
und es wird die Summe dieſer Sahlen geſucht. Nach der oben ge⸗ 
gebenen Erklärung hat man es alſo mit einer Umkehrung der Addition 
zu tun, wenn man die Aufgabe ſtellt, aus der gegebenen Summe a 
zweier Sahlen und der einen dieſer beiden Sahlen ö die andere der 
beiden Zahlen zu ermitteln. Man ſieht leicht, daß die in dieſem Falle 
geſuchte Zahl gefunden wird, wenn man b von a ſubtrahiert, daß 
fie alſo gleich (a — b) iſt. Wenn man alſo die Zahl b von der Zahl a 
ſubtrahiert, fo findet man in a — b diejenige Sahl, welche zu b addiert 
a als Summe ergibt. Es kann demnach die Subtraktion als Um⸗ 
kehrung der kddition aufgefaßt und für fie die folgende Erklärung 
gegeben werden. 

Erklärung: Die Sahl 5 von der Sahl a ſubtrahieren be⸗ 
deutet diejenige Sahl beſtimmen, welche zu b addiert a als 
Summe gibt. 

Auf dieſer Erklärung beruht die jetzt vielfach gebrauchte ſo⸗ 
genannte öſterreichiſche Methode der Subtraktion oder die additive 
Subtraktion. 

Die Addition beſitzt nur dieſe eine Umkehrung, Bor es wegen 
des Kommutationsgeſetzes gleichgültig ift, ob man außer der Summe 
den einen oder den anderen Summanden als gegeben betrachtet. 
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87. Erſte Erweiterung des Sahlengebietes. 
Die negativen Sahlen. 


Die Addition zweier beliebig gegebenen Sahlen iſt ſtets ausführbar, 
da ja die Sahlenreihe nach oben unbegrenzt iſt. Nicht fo iſt es mit 
der Subtraktion. Eine Subtraktionsaufgabe iſt unlösbar, d.h. 
es gibt unter den natürlichen Zahlen keine, welche der Forderung 
der Aufgabe genügt, wenn der Minuendus kleiner iſt als der 
Subtrahendus. Soll man z. B. von der Sahl 5 die Sahl 8 
ſubtrahieren, alſo die Differenz (5 — 8) bilden, ſo kann man 
zunächſt 5 mal die Eins von der gegebenen Sahl 5 abziehen, dann 
aber ſtößt man auf Null und damit auf die untere Grenze der 
natürlichen Zahlenreihe. Um die Aufgabe zu löſen, hätte man 
nun aber noch 3 mal eine Eins zu ſubtrahieren, und dies iſt nicht 
ausführbar. Denken wir uns aber die Sahlenreihe verſinnlicht durch 
eine Zeichnung wie Fig. 1 und ſtellen wir uns die Subtraktion der 
Sahl 8 von 5 als ein Rüdwärtsgehen von der Sahl 5 aus nach 
links um 8 Einheitsſtrecken vor, ſo finden wir, wenigſtens auf 
der Geraden, da dieſelbe ja nach beiden Seiten unbegrenzt iſt, 
eine Stelle, auf der wir halt zu machen hätten, wenn wir die 
8 Schritte von der durch 5 bezeichneten Stelle aus rückwärts ge⸗ 
macht haben. Sie liegt 3 Einheiten links von Null. Will man nun 
unſere Aufgabe, 8 von 5 zu fubtrahieren, nicht zu den unlösbaren 
zählen, ſo muß man das Gebiet der Sahlen über die bisherige 
untere Grenze „die Null“ hinaus erweitern. Dies iſt geſchehen durch 
Einführung der negativen Zahlen. 

Sie werden, da 


5 8 = 5 — 66 ＋ 3) = 5 — 5 — 3 (8 5, 2) — à iſt, 


durch ein vor die natürliche Sahl geſetztes Subtraktionszeichen, 
ein „Minuszeichen“ kenntlich gemacht (bezeichnet). Man be⸗ 
kommt auf dieſe Weiſe die neuen Zahlen — 1, — 2, — 3. 
(geſprochen „minus 1, minus 2, minus 3, ...), welche man die 
negativen Zahlen nennt. Das vorgeſetzte Minuszeichen macht 
fie kenntlich als Zahlen, die kleiner als Null find. Die hinter 
dem Minuszeichen ſtehende natürliche Sahl gibt an, um wieviel 
Einheiten die Sahl kleiner als Null iſt. Es folgt daraus, daß 
die negative Sahl um ſo kleiner iſt, je größer die auf 
das Minuszeichen folgende Sahl iſt. Die Sahl — 1000 iſt 
kleiner als — 4. 

Cöſt man eine Subtraktionsaufgabe, die mit den natürlichen Sahlen 
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noch ausführbar iſt, z. B. die Aufgabe, 5 von 8 zu fubtrahieren, ähn⸗ 
lich wie die obige Aufgabe, jo kann man ſchreiben 


82528 — (8 3) 8 873 (685, 4 4 8. 


Man verſieht daher nach Einführung der negativen Sahlen die 
Zahlen der natürlichen Sahlenreihe zum Unterſchiede mit einem vor 
die Sahl geſetzten Additionszeichen, einem „Pluszeichen“, und nennt 
fie pofitive Zahlen. Auf dieſe Weiſe bekommt man die Sahlen 
＋ 1, ＋ 2, ＋ 3, . .. (geſprochen „plus 1, plus 2, plus 3, . . .). 
Das vorgeſetzte Pluszeichen macht fie kenntlich als Zahlen, die größer 
als Null find. Die poſitiven und die negativen Zahlen heißen mit 
gemeinſchaftlichem Namen algebraiſche Sahlen. Die Minuszeichen 
und Pluszeichen bei den algebraiſchen Zahlen führen den gemeinſamen 
Namen „Vorzeichen“ und find als ſolche von den gleichgeſchriebenen 
Rechnungszeichen wohl zu unterſcheiden. Zuweilen pflegt man das 
eine Vorzeichen als das entgegengeſetzte des anderen zu bezeichnen. 

Die hinter dem Vorzeichen der algebraiſchen Zahlen ſtehenden 
natürlichen Zahlen nennt man die abſoluten Werte der algebra⸗ 
iſchen Sahlen. 

Durch die Einführung der algebraiſchen Zahlen bekommen wir 
eine nach oben und unten unbegrenzte, oder, wie man auch zu ſagen 
pflegt, ſich bis in das Unendliche erſtreckende Sahlenreihe (Sig. 2). 

keine Grenze keine Grenze 


—— — eee 
26 -3 2283 -3 -ı 0 +1 +2 +3 2 +5 40 


Gebiet dernegat.Zahlen | Gebiet der positiven Zahlen 
Fig. 2. 

Für „unendlich“ gebraucht man in der Mathematik das Seichen oo 
(wahrſcheinlich aus dem lateiniſchen (J IM] entſtanden). Man kann 
demnach ſagen: die natürlichen Zahlen erſtrecken ſich von 0 bis oo, 
die algebraiſchen Zahlen von — oo bis + oo. Die untere Grenze 
der natürlichen Zahlen, die Null, bildet die Grenze zwiſchen dem Ge⸗ 
biete der negativen und poſitiven Sahlen. 

Zwei pofitive oder zwei negative Zahlen laſſen ſich ebenſogut wie 
zwei abſolute (natürliche) Zahlen zu einer Sahl zuſammenfaſſen, nur 
darf man nicht vergeſſen, der neuen Zahl das Vorzeichen derjenigen 
Zahlen zu geben, deren Summe ſie darſtellt. 

Man pflegt beim Schreiben die zu vereinigenden Zahlen unmittel⸗ 
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bar nebeneinander zu fegen. (Der Grund hierfür findet ſich in 8 8.) 
Es it +5+7=+ 12 (geſprochen: „plus 5 und plus 7 find 


plus 12). — 3 — 8 = 11 (geſprochen: „minus 5 und minus 8 


find minus 11"). 

Selbſtverſtändlich iſt hiernach, daß man z. B. für + 18 auch 
ſchreiben kann + 10 + 8 oder + 11 + 7 uſw., ebenſo daß man 
für — 9 ſetzen kann — 5 — 4 oder — 3 — 6 uſw. 

Beſitzen die Zahlen, die man vereinigen ſoll, verſchiedene Vor⸗ 


zeichen, aber denſelben abſoluten Wert, ſo iſt das Ergebnis ſtets Null. 


— 8 ＋ 8 = 0 ＋ 3— 30. 

Nun iſt es auch leicht einzuſehen, wie Zahlen mit verſchiedenen 
Vorzeichen und verſchiedenen abſoluten Werten vereinigt werden können. 
Man hat nur nötig, diejenige der beiden Sahlen, welche den größeren 
abſoluten Wert beſitzt, ſo in zwei Summanden zu zerlegen, daß der 


abſolute Wert des einen Summanden gleich dem abſoluten Wert der 


anderen Sahl iſt. Dieſer eine Summand muß dann mit der zwei⸗ 
ten Sahl ſich zu Null vereinigen, und es bleibt als Ergebnis eine 
Sahl, deren abſoluter Wert gleich der Differenz der abſoluten Werte 
der gegebenen Sahlen iſt, und deren Vorzeichen gleich dem Vorzeichen 


der größeren der gegebenen Sahlen iſt. 


— 67 17 —— 6 ＋ 6 ＋ 11 -= ＋＋ 11 
— 14 ＋ 8 = — 6— 8 ＋ 8 = 6. 
Regel: Zahlen mit demſelben Vorzeichen vereinigt man, 


indem man der Summe ihrer abſoluten Werte das gemein⸗ 


15 


h Sahlen klar machen, jo müſſen wir uns erinnern, daß, folange wir 


} 


ſame Vorzeichen gibt; Sahlen mit verſchiedenem Dorzeichen 
vereinigt man, indem man der differenz ihrer abſoluten 
Werte das Dorzeichen der größeren gibt. 


88. Addition und Subtraktion algebraiſcher Sahlen. 
Wollen wir uns das Addieren und Subtrahieren algebraiſcher 


es mit den natürlichen Zahlen (den Sahlen ohne Vorzeichen, den 


abſoluten Zahlen) zu tun hatten, das Addieren nichts weiter war 
als ein Dorwärtszählen mit der abſoluten Einheit 1, das Subtrahieren 
ein Rückwärtszählen. Das Addieren war ein Wandern in der Sahlen⸗ 
reihe nach rechts oder oben, das Subtrahieren ein Wandern nach 
links oder unten. Durch Einführung der algebraiſchen Zahlen ſind 
zwei neue Einheiten entſtanden: die poſitive Einheit +1 und 


* 
ö 
0 
1 
A 


die negative Einheit —1. 


7 
f 
8 


hl 
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Will man mit dieſen Einheiten zählen, ſo iſt folgendes zu be⸗ 
achten. Zählt man von Null aus mit der poſitiven Einheit vorwärts 
oder rückwärts, ſo gelangt man ſtets zu denſelben Stellen, als wenn 
man mit der abſoluten Einheit dasſelbe ausgeführt hätte. Das 
Zählen mit der poſitiven Einheit und daher auch das Addieren und 
Subtrahieren pofitiver Sahlen iſt alſo ganz dasſelbe wie das Addieren 
und Subtrahieren abſoluter Zahlen. Wir haben alſo die 

Regel: Statt eine poſitive Sahl zu addieren oder zu ſub⸗ 
trahieren, kann man ihren abſoluten Wert addieren oder 
ſubtrahieren. 

Formel: a (rb) Sa- b 
a — (b) 2 a- b. 

Anders geſtaltet ſich die Sache, wenn wir mit der negativen Ein⸗ 
heit von Null aus vorwärts oder rückwärts zählen. Zählen wir vor⸗ 
wärts, d. h. fügen wir zu Null — 1 hinzu, ſo kommen wir auf die 
ſelbe Sahl, auf die wir geſtoßen wären, wenn wir von Null aus 
mit der abſoluten Einheit rückwärts gezählt hätten. Zählen wir rück⸗ 
wärts, ſo gelangen wir demnach in das Gebiet der poſitiven Sahlen, 


d. h. das Rückwärtszählen mit der negativen Einheit führt uns zu 


derſelben Stelle, als wenn wir mit der abſoluten Einheit vorwärts 
gezählt hätten. Es entſpricht alſo der Addition einer negativen Sahl 
die Subtraktion der zugehörigen abſoluten Sahl, und der Subtraktion 
der negativen Sahl entſpricht die Addition der abſoluten. 


Regel: Statt eine negative Sahl zu addieren, kann man 


ihren abſoluten Wert ſubtrahieren, und ſtatt eine negative 


Sahl zu ſubtrahieren, kann man ihren abſoluten Wert ad⸗ 


n Formel: arb) a- b 


a - () arb. 


Die letzte dieſer beiden Formeln iſt wohl am ſchwerſten verſtänd⸗ N 


lich und foll daher noch in anderer Weiſe erklärt werden. Vielfach 
benutzt man zur Erleichterung des Derjtändniffes für das Rechnen 


mit algebraiſchen Zahlen den Dermögensbejtand einer Perſon, deren 
wirklichen Beſitz man als pofitiv und deren Schulden man als negativ 


betrachtet. | 
Nehmen wir an, jemand habe in feinem Beſitz 8000.# in barem 


Gelde (+ 8000.4), er habe außerdem 3000.4 Schulden ( 30004), 


dann beträgt fein Vermögen + 8000 % — 3000 % = + 50004. 


Dermindern fih nun feine Schulden etwa dadurch, daß ihm diejelben 


Porn. ® = 
Fe 
n 
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erlaſſen werden, um 2000 %, betragen fie alſo nur noch 1000 4, 
ſo beträgt fein Vermögen + 8000 % — 1000 4 = + 7000 A. 
Dadurch alfo, daß von feinem aus barem Gelde und Schulden fich 
zuſammenſetzenden Vermögensbeſtande von + 5000 % die 2000 4 
Schulden (— 2000 &) fortgenommen find, was wir dadurch aus⸗ 
drücken können, daß wir ſchreiben 

+ 5000 % — (— 2000 A), 


iſt der Dermögensbeſtand auf + 7000 % angewachſen. Es find alſo 
+ 5000 % — ( 2000 % = -+ 5000 % + 2000.47 = + 7000 4. 


Beiſpiele: 
1. Soll man + 7 von — 8 abziehen, fo erhält man 
t. 


2. Soll man — 30 von — 5 abziehen, ſo erhält man 
— 5 — ( 30) - 5 ＋ 30 = +25. 
5. Soll man — 8 von — 10 abziehen, ſo erhält man 
10 8 10 8 2 
4. Soll man + 7 von + 3 abziehen, jo erhält man 
3 e, da 


$9. Die algebraiſche Summe. 
Hat man eine Summe irgendwelcher algebraiſcher Sahlen, etwa 
C COH. 
und man führt die geforderten Additionen nach den Regeln des 8 8 
aus, ſo erhält man e 


wofür man gewöhnlich a — 5b — c + d ſchreibt, da man überein: 
gekommen iſt, das Vorzeichen am Anfang, falls es ein Pluszeichen 
iſt, nicht zu ſchreiben. | 
| Man kann ſich daher einen aus pofitiven und negativen Sahlen 
zuſammengeſetzten Ausdruck wie 
7 a ＋ b = = d 
Rentſtanden denken aus der Summe algebraiſcher Sahlen 
(a r (Ko (q. 

Dies führt zu der 

Erklärung: Einen aus poſitiven und negativen Sahlen 
zuſammengeſetzten Ausdruck nennt man eine algebraiſche 
Summe. 

ANUG 120: TCrautz, lrithmetik u. Algebra I, 8. Aufl 2 
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Man hat hierbei wohl zu beachten, daß die in der algebraiſchen 
Summe ſtehenden Zeichen Vorzeichen ſind, nicht Rechnungszeichen. 
Das Rechnungszeichen + tft ſtets fortgelaſſen. 

Die Einführung der algebraiſchen Summe geſtattet es nun, Summe 
und Differenz unter einem gemeinſamen Geſichtspunkte zu betrachten. 
Die Summe a + b ift die algebraiſche Summe (+ a) + (+ b), und 
die Differenz a — b iſt die algebraifhe Summe (+ a) + ( b). 
Nun gilt auch das Kommutationsgeſetz für die Differenz, doch nicht 


in dem Sinne, daß man einfach die abſoluten Zahlen miteinander | 


vertauſchen darf, ſondern man kann die algebraiſchen Zahlen d. h. 
die Zahlen mit ihrem Vorzeichen vertauſchen. Es iſt 
a - b - ba. 
Im weiteren Sinne gilt ganz allgemein 
das Kommutationsgeſetz für die algebraiſche Summe: Der 
Wert einer algebraiſchen Summe iſt unabhängig von der 
Folge der Summanden. 
A ieee , rare 
e e e ,, 0a 
Eine weitere Vereinfachung durch die Einführung der algebra⸗ 
iſchen Summe iſt nun die, daß man die vier Cehrſätze aus 8 4 und 
8 5, welche von der Addition und Subtraktion von Summe und Dif: 
ferenz handeln, in die folgenden zwei Lehrſätze zuſammenfaſſen kann: 
Cehrſatz l. Statt eine algebraiſche Summe zu addieren, 
darf man die einzelnen Summanden in Nene Folge 
addieren: 
Formel: a (b = ed = aA b- e d. 
Lehrſatz II. Statt eine algebraiſche Summe zu ſub⸗ 
trahieren, darf man die einzelnen Summanden in be: 
liebiger Folge ſubtrahieren. 
Formel: a- G- ec) = a- be- d. 
Bemerkung: Führt man wie in den beiden obigen Formeln 
die Additionen und Subtraktionen algebraiſcher Summen aus, jo 
pflegt man zu ſagen: man löſe die Klammern auf. Nach wieder⸗ 
holtem Kuflöſen der Klammern mit Anwendung der vorher an⸗ 
gegebenen Lehrfäße ſindet man als 
Praktiſche Regel für das Auflöſen von Klammern: Eine 
Klammer, vor der ein Pluszeichen ſteht, wird aufgelöft, 
indem man die Klammer einfach fortläßt. 
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Eine Klammer, vor der ein Minuszeichen ſteht, wird 
aufgelöft, indem man die Klammer mit dem Minuszeichen 
fortläßt und die in der Klammer ſtehenden Summanden 
mit entgegengeſetzten Vorzeichen hinſchreibt. 


Beifpiele für das Auflöfen von Klammern: 

1. 254 (124 17b JJ 30) T (7a 3b 8c) +1le 

25a — 12a+17b—3c + 7a 7 3b — 8c +1lle 

= 20a + 20b. 

2. 30x — [5x — (8x — 11y) + 3y] + (17y — 2x) = 

In diefer Aufgabe kommen zwei Arten von Klammern vor. Die 
eine Art, welche wie die bisherigen Klammern geſchrieben iſt, nennt 
man „runde Klammer”, die andere, zum erſten Male hier aufs 
tretende, „eckige Klammer“. Man löjt beide Klammern am beiten 
in der Weiſe auf, daß man zuerſt die runden Klammern und dann 
in einer neuen Seile die eckigen Klammern auflöſt. 

Die Auflöfung geſtaltet ſich alſo folgendermaßen: 

30x — [5x — 8x + 115 + 3y] + 17y — 2x = 

30x — 5x ＋ 8x - 11y--3y +17y — 2x = 31x +3Y. 
3. — 184 — (114 E 20b + (Aa — 105) + 3a] — 9) b 

Die in diefer Aufgabe neu auftretende Klammer wird „ge 
ſchweifte Klammer“ genannt. Sie wird zuletzt aufgelöft. 

18a - (lla— [- 20b ＋ 4a - 105+ 3a] — 9b) — 

— 18a — {11a + 20b — 4a + 10b— 3a — 9b b 

— 18a — 11a - 20b+4a— 10b+3a+9b —b= 

— 22a — 22b. 

Weitere Beifpiele. 
1. 364 — (15a — 21) — (10a — 9b) + 19a; (50a + 305). 
2. 25a — [17b — (3a — 8b) + 2a] — (9a — 250): (17a). 
3. 6a — [E (3b — 10a) — (3a + 7b)] + a; (100). 


810. Die Gleichungen. 


Erklärung: Eine Gleichung iſt ein in der ab chen 
| Seichenſprache nie dergeſchriebener Satz, welcher ausſagt, 

daß zwei Größen einander gleich ſind (8 2). 

| Jede Gleichung, die für alle Werte der in ihr vorkommenden 
Buchſtabengrößen richtig bleibt, heißt eine identiſche Gleichung. 


2 * 
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Zu ihnen gehören erſtens Gleichungen von der Form a = a, be 
=b + c, zweitens alle Formeln. ; 
Iſt eine Gleichung nicht für alle Werte der in ihr ore 19 
Buchſtabengrößen richtig, wie z. B. x + 7 = 10, fo kann man ſtets 
für eine in der Gleichung vorkommende Buchſtabengröße einen Wert 
ermitteln, welcher für ſie eingeſetzt die Gleichung zu einer identiſchen 
macht. Eine derartige Gleichung beſtimmt alſo ſtets den Wert einer 
in derſelben vorkommenden Größe und heißt daher eine Beſtim⸗ 
mungsgleichung. Die durch die Gleichung beſtimmte Größe, 
welche man gewöhnlich durch einen der letzten Buchſtaben des Alpha ⸗ 
bets x, , 2 bezeichnet), heißt die Unbekannte. Derjenige Wert 
der Unbekannten, für welchen die Gleichung zu einer identiſchen wird, 
heißt die Wurzel der Gleichung. Eine Gleichung löſen heißt die 
Wurzel der Gleichung beſtimmen. 5 
Die Cöſung der Gleichung geſchießt durch Anwendung der Grund⸗ 
ſätze (§ 5). ‘ 
Beiſpiel 1. Iſt die oben angeführte Gleichung «+7 = 10 
zu löſen, fo ſieht man, daß die Löfung erfolgt iſt, wenn x auf der 
linken Seite der Gleichung allein ſteht ohne die 7. Um die 7 von 
der linken Seite fortzuſchaffen, nimmt man die identiſche Gleichung 
＋ 7 = ＋ 7 zur hilfe. Man hat dann die beiden Gleichungen | 


x+7=10 
+7=-+7 
Wendet man nun den Grundſatz an: Gleiches von Gleichem ſub⸗ 4 
trahiert Be gleiche Differenzen, jo folgt: “ 
x=-10 - 77 x= 3. Be 
Man könnte auch die identiſche Gleichung — 7 = — 7 zur hilfe J 
nehmen. Dann hat man die beiden Gleichungen | 5 
x ＋ 71 2 10 | 
3 1 
Wendet man nun den Grundſatz an: Gleiches zu Gleichem addiert 1 
gibt Binde Summen, fo folgt: 1005 
x = 10 T7: x= 3. 


1) Sind mehr als 5 Unbekannte zu bezeichnen, fo pflegt man zur “ 
Bezeichnung die dem x, ), 2 vorhergehenden 3 Buchſtaben in der 7 0 
wie ſie im Alphabet ftehen, alfo u, v, w, zu verwenden. 
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Beiſpiel 2. Iſt die Gleichung x — 7 = 10 zu löſen, und nimmt 


b man die identiſche Gleichung + 7 = + 7 hinzu, fo hat man dann 
die beiden Gleichungen „ — 7 10 


+7=-+7. 
Aus dieſen folgt durch Anwendung des Grundſatzes $ 3, Va 
Xx = 10 ＋T; x= 17. 
Beide Beiſpiele lehren, daß man, ohne die identiſche Gleichung jedes⸗ 


mal hinzuſchreiben, die Cöſung ausführen kann durch Anwendung der 


Regel: Man kann jedes Glied der einen Seite einer 


Gleichung auf die andere Seite der Gleichung ſetzen, ohne 
daß die Gleichung falſch wird, wenn man gleichzeitig das 
Vorzeichen des Gliedes in das entgegengeſetzte verwandelt 


Einige Beiſpiele mögen dies Verfahren erläutern. 
e,, Im 20.5 1x m, 12. 
Zunächſt werden die Glieder, welche x enthalten, auf die linke Seite 


geſchafft und die Glieder ohne x auf die rechte Seite. 


e 9% 1x 20 71276, 


Hierauf werden auf jeder Seite ſämtliche Glieder zu einem Gliede 
vereinigt. 244, 


2. 3x +3 —- 11x - 4 - 14x ＋ 28 
3x—- 11x +14x=-28 — 82 4 
6X 24; x 4. 
3. 12 (3 — 14x) +2x=8x—- (2x ＋ 7) + 36. 


| Stehen in einer Gleichung Klammern, fo müſſen dieſe zunächſt auf- 
gelöſt werden. | 


12 —3+14x+2x=8x 2x — 7-+ 36 
14x +2x—- 5x 4 2x=—-7+3536 — 12 +3 
10x=20;x=2. 
Bemerkung. Man kann nach Löfung einer Gleichung ftets die 


ö probe machen, ob man richtig gerechnet hat. Hierbei verfährt man 
folgendermaßen. Den für die Unbekannte x gefundenen Wert fett 
man für x in die gegebene Gleichung ein. Erhält man dann auf 


beiden Seiten nach Vereinigung der Sahlen dasſelbe Reſultat, fo iſt 


\ die Cöſung richtig. Will man z. B. in der letzten der vorher gelöften 
Gleichungen die Probe machen, fo erſetzt man ii der gegebenen 
Gleichung x durch 2. 8 


er 
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Man erhält: 


12 — 3 28 ＋ 4 = 16 — 4—7 +36 
41 = 41. 
Die Cöſung iſt alſo richtig. 


Man hüte ſich, den für x gefundenen Wert in eine der aus der 


gegebenen Gleichung hergeleiteten Gleichungen einzuſetzen. Eine iden⸗ 
tiſche Gleichung am Schluſſe der Probe würde dann nur zeigen, daß 


man von der Gleichung aus, in welche man einſetzte, richtig ge⸗ 


j 
ö 
N 


rechnet hat, aber feinen Beweis dafür liefern, daß von Anfang an 


die Löfung eine richtige war. 
Weitere Beiſpiele. 
1.7x+10 —4x=27 +2x — 7;(x=10). 
2. 15x (Tx ＋ 3) -5=32 (3x — 4); (x= 4). 
3. 7 — (5x —- 17) T 2x = 31 (Ax ＋ 5) —- 3x; (xX I). 


§ 11. Die Rultiplikation. 

1. Beſteht eine Summe aus lauter gleichen Summanden, hat 
man z. B. die Summe 4 4 ＋ 4 +4 7 4, fo pflegt man, was 
beſonders bei einer großen Anzahl von Summanden von weſentlichem 
Vorteil iſt, den wiederholten Summanden nur einmal zu ſchreiben 
und davor, durch einen Punkt von dem Summanden getrennt, die 
Sahl, die angibt, wie oft der Summand in der Summe vorkommt. 
Statt obiger Summe ſchreibt man alſo 5 - 4, geſprochen „5 mal 4“. 


Man ſagt, die Zahl 4 ſei mit der Zahl 5 multipliziert und nennt 


den Ausdrud 5-4 ein produkt. Ein Produkt iſt alſo eine summe 
gleicher Summanden. 

Erklärung: Eine Sahl b mit einer Zahl a multiplizieren 
bedeutet, b fo oft addieren, wie die Sahl a angibt. 


Es iſt . % bbb. (a Summanden). 
Geſprochen wird dies: „a mal ö gleich bbb Punkte.“ 

Der wiederholte Summand b heißt der Multiplikandus, die 
Sahl a, welche angibt, wie oft der Multiplikandus zu addieren iſt, 
heißt Multiplikator. 

Multipliziert man eine beliebige Sahl der Reihe nach mit den aufein⸗ 
ander folgenden Sahlen der natürlichen Sahlenreihe, jo erhält man als 
Produkte diejeniger Zahlen, auf die man auch gekommen wäre, wenn 
man mit dem Multiplikandus als Einheit vorwärts gezählt hätte. 


Zi, 
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Das Multiplizieren iſt alſo tatſächlich nur ein Zählen nach einer 
beliebig gewählten Einheit, die durch den Multiplikandus angegeben 
wird. Es umfaßt alſo auch unſer gewöhnliches Zählen, wenn der 
Multiplikandus 1 iſt. Die Reſultate, die wir angeben, wenn wir 
2. B. das Einmaleins mit der 5 aufſagen, find weiter nichts als die 
Zahlen, auf die wir kommen würden, wenn wir von Null an mit 
der 5 als Einheit vorwärts zählen würden. 

Der Punkt als Rechnungszeichen für die Multiplikation kommt 


zuerſt bei Leibniz in der zweiten hälfte des 17. Jahrhunderts vor; 


das ſtatt des Punktes zuweilen noch gebrauchte Seichen X iſt älter 
und kam ungefähr im Anfang des 17. Jahrhunderts auf. 

Kann ein Irrtum durch Weglaſſung des Punktes nicht ſtattfinden, 
wie es der Fall fein würde, wenn man ſtatt 5 4 ſchreiben würde 
54, fo pflegt man vielfach den Punkt fortzulaſſen Statt a b ſchreibt 
man ab, ſtatt 3 a auch 3a. Für a kann man auch 1a ſchreiben. 

Die oben gegebene Erklärung des Produktes macht es ohne 
weiteres klar, daß die als der Multiplikator bezeichnete Zahl ſtets 
eine unbenannte abſolute Sahl (eine natürliche Sahl) fein muß, 
während der Multiplikandus ſowohl eine benannte wie eine un⸗ 
benannte, abſolute oder algebraiſche Sahl fein darf. 

Ein Produkt, in welchem Multiplikator und Multiplikandus un⸗ 
benannte Sahlen find, heißt ein Zahlenprodukt. Nur für dieſes gilt 

das Kommutationsgeſetz: In jedem Zahlenprodukt kann 
man, ohne den Wert des Produktes zu ändern, den Multi⸗ 
plikator und den Multiplikandus miteinander vertauſchen. 

Beweis. Es iſt | 

a-b=b+b+b+- . (a Summanden). 

Nimmt man rechts von jedem b eine Eins fort, fo erhält man a 
Einſen oder, wenn man ſie addiert, die Zahl a. Nimmt man noch 
einmal von jedem b eine Eins fort, jo erhält man wieder die Sahl 
a. Dies Verfahren kann man jo oft wiederholen, als in der Sahl 
b Einſen enthalten find, d. h. bmal. Es läßt ſich demnach das 
Produkt a b auch darſtellen als eine Summe von b Summanden, 
deren jeder geeich a iſt. 

Man erhält alſo: 

a:-b=a+ta+ta+- 6 Summanden) 
oder ab = ba. 

Wegen dieſes Geſetzes führen in einem Fahlenprodukte Multiplikator 
und Multiplikandus auch den gemeinſchaftlichen Namen Faktoren. 


ne a e > 
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Für die Multiplikation gelten die folgenden Lehrjäße: 

2. Lehrſatz über die Multiplikation einer Summe. Statt 
eine algebraiſche Summe zu multiplizieren, kann man 
jeden Summanden einzeln multiplizieren und die er⸗ ö 
haltenen Produkte je nach ihrem Dorzeihen addieren oder 
ſubtrahieren. f 

Formel: a-(b+c—- d) = ab ac - ad. 

Beweis: Der Beweis ſei für den Fall durchgeführt, daß der 
Multiplikator die Zahl 3 iſt. Für jede andere Sahl ließe er ſich in 
ähnlicher Weiſe führen. Nach der Erklärung des Produktes iſt ur 
S e ch (e ch RE R en e, ae 

„ / D a Hd 
=b+b+b+c+c+e-d-d-d($9) 
ee ne ud, 1 

3. Lehrſatz über die Multiplikation eines produktes. Statt 
ein produkt zu multiplizieren, darf man nur einen Sat: 
tor multiplizieren und das erhaltene produkt mit dem 
anderen Faktor multiplizieren. 

Formel: a- (be) = (ab) e = (ac) b. 

Beweis: Der Beweis ſei wieder nur für den Fall, daß der 
Multiplikator 3 iſt, durchgeführt. Es iſt 

3. (ab) - 35. (a Ta πH4 a lb Summanden) 

34 f 34a ＋T 3a A b Summanden] 
— b - 3a, oder nach 1. 3ab. | 
Beiſpiele: 1. 3a-4b=3-a:4:b=5-4-a:b= lab. 
2. 3x (4j + 22 + 5u)=12xy + 6xz + 15xu. 
3. 54. (7b = 3c+8d = 35 ab - 15ac+40ad 

4. Cehrſatz: Iſt ein Faktor eines produktes gleich Null, 
ſo iſt das Produkt gleich Null. 005 

Cehrſatz: Iſt ein Produkt zweier Faktoren gleich Null, 
jo iſt einer der Faktoren gleich Null, oder beide ſind 
gleich Null. 


812. Der algebraiſche mRultiplikator. 
Die Aufgabe 20a + 3. (4a — 5b + 20) verlangt, man ſolle 
zu 20a das Produkt 3. (4a — 5b + 2c) addieren. 
Man wird die Aufgabe löſen, indem man zuerſt das Produkt 
ausrechnet und dann das Ergebnis zu 20 a addiert. 
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20a+3-(4a—55b+ 2c) = 20a + (12a — 155 + 6c) 
= 20a + 12a — 155 + 6c 
= 32a — 15b + Ge. 
Die Aufgabe 20a — 3. (da — 5b + 2c) verlangt, man jolle 
von 20 a das Produkt 3 (4 — 5b + 20) fubtrahieren. Man wird 


die Aufgabe löſen, indem man zuerſt das Produkt ausrechnet und 
dann das Ergebnis von 20 a ſubtrahiert. 

204 — 3 (4a 5b + 200 = 20a (124 15b + 60) 
204 — 12a + 15b — Ge 
8a 15b — Ge. 

Will man die Multiplikation mit der abſoluten Sahl und die 
darauffolgende Addition oder Subtraktion mit einem Male ausführen, 
ſo kann man ſich dadurch helfen, daß man im Gegenſatze zu der 
Erklärung in § 11, 1 geſtattet, daß der Multiplikator auch eine 
algebraiſche Zahl ſein könne. Es iſt dann aber das Folgende 
feſtzuſetzen: 

Mit einer poſitiven Sahl multiplizieren bedeutet mitder 

N abſoluten Zahl multiplizieren und das Produkt addieren. 
Mit einer negativen Sahl multiplizieren bedeutet mit 
der abſoluten Sahl multiplizieren und das Produkt ſub⸗ 

trahieren. 
N Da die Multiplikation mit der abſoluten Sahl die Vorzeichen 
in der algebraiſchen Summe nicht ändert, und auch bei der Addition 
der Summe die Vorzeichen nicht geändert werden, ſo muß man für 
0 den poſitiven Multiplikator die Regel aufſtellen, daß man ein poſi⸗ 
tives Produkt erhält, wenn auch der Multiplikandus poſitiv iſt, ein 
1 negatives dagegen, wenn der Multiplikandus negativ iſt. Da bei 
der Subtraktion die Vorzeichen der algebraiſchen Summe in die ent⸗ 
gegengeſetzten verwandelt werden, ſo gilt für den negativen Multi⸗ 
plikator die Regel, daß man ein negatives Produkt erhält, wenn 
der Multiplikandus poſitiv iſt, ein poſitives dagegen, wenn auch der 
Multiplikandus negativ iſt. Es läßt ſich dies zuſammenfaſſen in 
1 folgende, leicht zu behaltende 
1 Regel: Zwei Zahlen mit denſelben Vorzeichen geben ein 
poſitives Produkt, zwei Sahlen mit verſchiedenen Dor- 
zeichen geben ein negatives Produkt. 


ö (-( b) = ab; (- a) (＋ ) = ab 
ra, e ab 


I 


* 
9 
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Beifpiele: 
1. 204 - 3. (54 — 7b) 4. (34 — 10b)= 
20a 154 +21b + 12a — 40b = 17a — 19b. 
2. 11a—2-[-4a+3-(6a—55b) — 2b] +17a= 
11la—2[-4a+ 18a — 15b— 2b] ＋ 174 
1la + 8a — 36a + 30b+4b + 174 34b. 
Anwendung bei Gleichungen. 
3. 15 — 3 (2 — Ax) =3x-+2(x — 5) + 40 
15 —6+12x=3x + 2x — 10 +40 
12x - x 2x =- 10 ＋ 40 — 15 ＋ 6 
7Rũ4ũ 2]; x= 3. 
4. Sx— 3 [2x 2 (07x - 5) — 4J = 2 (Io x 10) — 5 
5x 3 [2x 14x ＋ 10 — 4] = 358xR J 20 — 5 
5x Gx 42x 30 ＋ 12 = 38Xð 20 — 5 
SX VU, 
3x = 33; xXx 11. 
Weitere Beiſpiele: 


1. 15 — 5 (12 3) = 15x 3 (2x 7); (x= 11). 
2. SX T7 (x = 3) 4 (2x 5) = 39; (x = 10). | 
3. 27x — 2[5x--52x+3)—-4] -36x+6)-73;x—2). 


§ 13. Die potenzierung. (Erſter Teil.) 


1. Wie aus der Addition die Multiplikation entſteht, wenn man 
es mit einer Summe gleicher Summanden zu tun hat, ſo 
entſteht aus der Multiplikation wieder eine neue Rechnungsart, 
wenn ein Produkt gleicher Faktoren gegeben iſt. hat man z. B. 
das Produkt 3. 3. 3 3, fo ſchreibt man den wiederholten Faktor 8 
nur einmal und ſchreibt rechts oben daneben in etwas kleinerer Schrift 
die Zahl, welche angibt, wie oft der gleiche Faktor ſich wiederholt. 
Statt des obigen Produktes ſchreibt man alſo 3“, geſprochen „3 hoch 
4". Man ſagt dann, die Sahl 3 ſei mit der Sahl 4 potenziert 
und nennt 3“ eine potenz. Eine Potenz iſt alfo ein Produkt 
aus gleichen Faktoren. f 

Erklärung: Eine Sahl a mit einer Zahlen potenzieren 
bedeutet, ein produkt von n Faktoren bilden, deren jeder g 
gleich a ift. | 
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Es ift a“ q α (s Faktoren). 

Der wiederholte Faktor a heißt die Grundzahl oder Baſis, 
die Sahl n, welche angibt, wie oft der Faktor wiederholt werden 
ſoll, heißt Exponent. 

a? wird auch geſprochen „a Quadrat“, für a? ſagt man auch 
„a Kubus“, für a kann man ſchreiben al. 

Für die Potenz gilt kein Kommutationsgeſetz, man kann alſo 
Baſis und Exponent nicht miteinander vertauſchen, mit Ausnahme 
des einen Falles: 2. 42. 

Iſt die Grundzahl einer Potenz eine negative Sahl, ſo iſt bei 
geradem Exponenten die Potenz poſitiv, bei ungeradem Exponenten 


| negativ. (2% 2) ( 2) = +4 
(-2=(-2):- 2): 29= 


2. Lehrſatz über die Addition und Subtraktion von potenzen. 
Potenzen können nur dann durh Addition oder Subtraktion 
zu einem Gliede vereinigt werden, wenn ſie in der Grund— 
zahl und im Exponenten übereinſtimmen. 

Es iſt: 

a ＋ a = d ad; + a = 24; 164 4a 12a. 

Beiſpiel: 
5a — [2a (30 + 4a?) — 7a] — 9a? = 
5 —- Pa — 3a 44 — 7a] — 941 
5 — 247 30 ＋ 40 ＋ 7a — 94 = 94 11a?+ 10a“. 

In dieſer Form pflegt man das Ergebnis, wenn es eine Summe 
von Potenzen derſelben Grundzahl enthält, nicht ſtehen zu laſſen. 
Man ordnet dasſelbe fo, daß man mit der niedrigſten Potenz be- 
ginnt und dann ſtets die nächſt höhere Potenz folgen läßt, ſchreibt 
alſo unſer Ergebnis — 1145 9 104 und ſagt dann: die 
Summe iſt nach ſteigenden Potenzen von a geordnet. Man 
kann aber auch ebenſogut mit der höchſten Potenz beginnen und 
dann ſtets die nächſt niedrigere Potenz folgen laſſen, alſo unſer Er: 
gebnis 104 ＋ 94 — 11a ſchreiben. Dann ſagt man: die Summe 
iſt nach fallenden Potenzen von a geordnet. 

3. Soll das Produkt zweier Potenzen ſich als eine Potenz dar⸗ 
ſtellen laſſen, ſo iſt es nur notwendig, daß die beiden Potenzen in 
der Grundzahl übereinſtimmen. 


* eee ha a, 
un Yan * 5 13 
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Hat man a? mit a“ zu multiplizieren, fo ift 
a · a = α α αν a · a | k 


N mens un: ara age 


3 Faktoren 4 Faktoren 
aaa a a- aa. 
— nennen une 
3+4=7 Faktoren 
on. 
Es lautet demnach der 


Lehrſatz über die Multiplikation der potenzen. poke 
von gleicher Grundzahl werden multipliziert, indem man 
die Exponenten addiert. 


Formel: a“ a = an in. m 
Dieſe Faſſung des Lehrſatzes iſt wohl die am leichteſten u 
merkende. Wollte man ihn ganz korrekt ausſprechen, ſo müßte man 
ſagen: Statt zwei Potenzen von gleicher Grundzahl miteinander zu 
multiplizieren, darf man die Exponenten addieren und die gemein⸗ 
ſame Grundzahl mit der erhaltenen Summe der Exponenten potenzieren. 
Beiſpiele: 
341. 7a = 3. 7. . ab (8 11, 1) = 21 ab. 
Sab. 44 = 5 4 a a 8. b!= 20ua°b". 
. 3a?bc?- 4ab’c?: 24bꝭet = 24 abe 
. 3a?b‘ 2ab' (6b — 5 ab)) + 4a?b (3a?’b’ 260 
3 a? b! — 12 4b! + 10 a²5¹ + 12 ab. — 8 a? bt! = 54151. 
5. 15 455 — 4 425 (5 5b — 6 ab) — 11a!b? (3 ab + 250 
+ 53 a⁵b = Tabs. 
6. 3a°b? + Aatb? (4b? 3ab') — 9a²⁰ (2a°b? — a°b°) 
— — 2a’b°. 
4. Hat man eine Potenz, deren Grundzahl ein Produkt iſt, z. B. 
(ab), fo kann man nach der Erklärung der Potenz ſchreiben 
(ab)“ ab ab ab 
aa abb 6 11, 1) 
e 
Durch dieſe Überlegung findet man den 


Lehrſatz über die potenzierung eines Produktes. Statt ein 
produkt zu potenzieren, darf man die Faktoren einzeln 


BONN 


ai EEE 


- 
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potenzieren und die erhaltenen Potenzen miteinander 
multiplizieren. 


Formel: (a : b) a“ · bi. 
5. Es iſt nach der Erklärung der Potenz 
„(ab) — as. as. a. a5 
a ss = al. 
Demnach lautet der 
Lehrſatz über die Potenzierung einer potenz. Statt eine 
Potenz mit einer Sahl zu potenzieren, darf man den Ex⸗ 
ponenten der Potenz mit dieſer Sahl multiplizieren. 
Formel: (a“) / = a”, 
Beiſpiele: 
1. (a? - b)“ (a°)* - (50 = albe, 2. (5 ab))? = 27a°b"". 
3. (2a°b)’ (3 a5 = 8a - Ja! = 72a” b". 
8 14. Die Multiplifation zweier algebraiſchen 
ö Summen. 
Soll man das Produkt (a b = c) (d — e) bilden, fo kann 


N man nach 8 11, 2 zunächſt jeden Summanden der zweiten Summe 
mit dem Faktor (a ＋ b— c) multiplizieren. Dadurch erhält man 


(a Ah o) (d - e) = (a f b o) d- (ab- ohe. 


5 Cöſt man jetzt rechts die Klammern auf, ſo findet man 


ad bd ed age be ce. 
Hieraus ergibt ſich der 
Lehrſatz über die Multiplikation zweier Summen. Zwei 


Summen werden miteinander multipliziert, indem man 


jeden Summanden der einen Summe mit jedem Summanden 


B der anderen Summe multipliziert und die erhaltenen Pro⸗ 
dukte addiert. 


Beijpiel: 

(3a — 4b 500 (Ja - 2b) 
—= 21a? 28 ab + 35 c — Gab + 8b? — 10bc 
— 21a?— 34ab + 35ac + 8b? — 10be. 


Vielfach erleichtert es, befonders bei der Multiplikation größerer Sum⸗ 
men, die Zuſammenfaſſung gleicher Summanden zu dem Endergebnis, 
wenn man die durch Multiplikation erhaltenen Produkte nicht hinter⸗ 
einander ſchreibt. Man ſchreibt die für jeden Summanden des Multi⸗ 
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plikators erhaltenen Produkte in eine beſondere Seile und ſetzt dabei 

diejenigen Produkte, welche gleiche Buchſtabenausdrücke enthalten, 

untereinander, was nach dem Kommutationsgeſetz geſtattet iſt. 
Ein Beiſpiel möge dies klar machen: 


(2d? — 54 ＋ 340. (34 / 24 7a) = 
65 — 1544 ＋ 9a? 
+ 44 — 10a ＋ 60° 
— 14a + 3545 21a7 
Ergebnis: 64 — 114 1547 41a 21 a7. 
Bei dieſer Multiplikation kann es auch geſchehen, daß die mit 
denſelben Buchſtabengrößen verſehenen Produkte ſich zu Null ver⸗ 


einigen. Beiſpiel: 
6!!! War 2b oc) De 
94. 6a’b + 1540 


＋ 6a²⁰ — 45 ＋ 10be? 
eee eee, eee 
Ergebnis: 9.a* — 4b? + 20 be — 25 cé. 


Anwendung bei Gleichungen: 
1. 6x (Xx 3) + 21 = 15 — (3x 2) (5 — 2x) 

6x° 18x T 21 = 15 — (15x — 10 — 6x° + Ax) 

6X 18x ＋ 21 = 15 — 15x +10 + 6x? Ax 

6X — 6x — 18x + 15x Ax = 15 +10 — 21 

x 4. 

2. (ðx ＋ 2) QXx 3) ( ＋ 4) (6x 17) 23 (x = 5) . 
3. 17 + (3x — 4) (Ax +5) — (6x — 5) (2x + 3) 

2 (9 — 6x); (x = 2). 


815. Beſondere Fälle der Multiplikation 
zweier Summen. 


Multipliziert man (a ＋ b) mit (a ＋ b), fo erhält man als 
Produkt a + 2ab-+ b. Da man für (a b) (a rb) auch 
(a + b)? ſchreiben kann, fo folgt 

Formel J. (a ＋ b)? a +2ab be. 
In Worten: Das Quadrat der Summe zweier Zahlen iſt gleich 
der Summe der Quadrate der beiden Zahlen vermehrt um 
das doppelte Produkt derſelben. 
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Hiernach kann man bei ähnlichen Aufgaben das Ergebnis ſofort 
niederſchreiben. 
(2a + 5b)? = 4a 20 ab + 25059. 
(7a ＋ 34502 = 49 4 + 42a + 9a". 
(3 ah + 4 4059 = 9 ab ＋ 24 45 ＋ 1641018. 
Die Multiplikation von (a — b) mit (a — b) liefert die 
Formel II. (a — b)? = a - 2ab bd. 
In Worten: Das Quadrat der Differenz zweier Zahlen 
iſt gleich der Summe der Quadrate der beiden Sahlen ver⸗ 
mindert um das doppelte Produkt derſelben. 


Beiſpiele: (7a — 5)? = 494 70a + 25. 
(1 — 3ab’)? = 1 — 6ab? + Ia’bt. 
Multipliziert man (a + ö) mit (a — b), jo findet man 
Formel III. (a+b) (a - b) = a? bi. 
In Worten: Das Produkt aus der Summe zweier Sahlen 
und ihrer Differenz iſt gleich der Differenz ihrer Quadrate. 
Beiſpiele: (3x + 7) (3x — 7.y) = 9x? 49. 
(as ＋ 1) (a - 1) d 1. 
(2ab? + 5a‘) (2ab? — 5a‘) = 4a?b* 25 a5. 
Anwendungen dieſer Formeln bei Gleichungen: 

1. (x + 7)? — (3x — 4)?= (4x 5) ＋ 276. 
25x°+70x 49 - 9x? + 24x—16=16x°—40x-+25 + 276. 
25x°— 9x? 16x? 70x + 24x 40x 257 276 497 16. 
134 x = 268; x = 2. 

2. (4x + 3)- (4x — 3) — 28 = (5x — 3)? — (3x + 2). 
16x? 9 — 28 = 25x? — 30x + 9 — 9x — 12x — 4. 

42 A2; el. 
3. (a x 2)? — Rx - 7) = x (x 3) T 79; (Xx = J). 
4. (5x ＋ 7)? —- (3x — 4) (4x — 5) — 260; (X = —2). 


$16. Die Diviſion. 

1. Wie wir aus der Addition durch Umkehrung diefer Rechnungs⸗ 
art die zweite Rechnungsart: die Subtraktion, gefunden haben, ſo 
können wir uns auch aus der dritten Rechnungsart, der Multiplikation, 
durch Umkehrung eine vierte Rechnungsart bilden. Wir können uns 
die Aufgabe ſtellen, wenn das Produkt und einer der Faktoren ge⸗ 
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geben iſt, den anderen Faktor zu ermitteln. Die Rechnungsart, welche 
dieſe Aufgabe löſt, nennt man die Diviſion. Iſt a das gegebene 
Produkt und b der gegebene Faktor, fo ſchreibt en die Aufgabe, 


welche die Ermittlung des anderen Sage fordert, 5 4 oder a: b, ge 
ſprochen „a durch b“, und nennt ; 2 oder a:b Gus tient Das 
Seichen „:“ rührt von Leibniz 5 


Erklärung: Die Sahl a durch die Zahl 5 dividieren bes 
deutet, diejenige Sahl finden, welche mit 5 multipliziert 
a als Produkt ergibt. 15 

Das gegebene Produkt a heißt der Dividendus, der gegebene 
Faktor 5 der Diviſor. | 


Nach obiger Erklärung ift 
12:40 3, denn 4. 3 = 12. 


Beſonders zu merken ſind folgende Fälle: 


1. a: 1 1 = 4, denn 1 4 a. | 
2. 4 — 1, denn a-1= a. \ 
5. 0: a 5 O, denn a 0 = 0. 

5 


4. O: 0 = — = jeder beliebigen Sahl, denn jede Sahl 
gibt mit Null multipliziert Mut als Produkt. 4 

5. a: 0 = 0 it unmöglich, denn es gibt keine Sahl, | 
die mit Null multipliziert a 5 Produkt ergibt. | 


Bemerkung. Da die Multiplikation nichts anderes ift als eine 
wiederholte Addition, bei der der eine Faktor der Summand iſt, der 
andere die Sahl, welche angibt, wie oft der Summand addiert werden 
ſoll, und das Produkt das Endergebnis ſämtlicher Additionen, ſo kann 
man die Diviſion als eine wiederholte Subtraktion auffaſſen. 
Der Dividendus iſt die Sahl, von der wiederholt ſubtrahiert werden 
ſoll, der Diviſor die Zahl, die ſubtrahiert werden ſoll, und der ge⸗ 1 
ſuchte Quotient die Zahl, welche angibt, wie oft die Subtraktion aus⸗ 
geführt werden kann, bis der Dividendus aufgebraucht iſt, bis alſo 
Null als Reſt übrig bleibt. 3 


SSS 
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So iſt 2 — 3, denn 12 — 4 4 4 1234 0% 

a, denn a — 1— 1— 1 — . (a Einſen) = 0; 

=I, denn a - a- a- 1a. 

iſt gleich jeder Sahl, denn wie oft man auch Null von Null ab⸗ 

ziehen möge, ſtets iſt das Ergebnis dasſelbe, nämlich Null. 


Br 5 iſt unmöglich, denn man kommt, wie oft man auch Null von a 


Nr 1 S Ze he U I 


abziehen möge, nie auf Null als Reſt. 
Auf dieſer Auffaſſung der Diviſion als einer wiederholten Sub⸗ 


traktion beruht die Art, wie wir gewöhnlich zwei Zahlen durcheinander 


dividieren. 

Aus der Erklärung des Quotienten folgt unmittelbar: 
Wenn man einen Quotienten mitdem Diviſor multipliziert, 
ſo N man den e 


b = a 
5 U 
denn = ö iſt die Sahl, welche mit h multipliziert a als Produkt ergibt. 
Für die Diviſion gelten die folgenden Lehrſätze: 


2. Lehrſatz über die diviſion einer Summe. Statt eine 
Summe zu dividieren, darf man jeden Summanden einzeln 
dividieren und die erhaltenen Quotienten je nach ihrem 
Vorzeichen addieren oder ſubtrahieren. 

Formel: (0 % ö chen e e 


n 


Beweis: (a rb - ohn bedeutet die Sahl, welche mit m 


multipliziert a + b— c als produkt ergibt; nun iſt aber (= 8 
c 


r £)n=4:n+4:n-&:n@ 1,2)=a+b-c 


(nach 1), d. h. die rechte Seite der Formel iſt gleich der linken. 


3. Lehrſatz über die Divifion eines Produktes. Statt ein Pro- 
dukt zu dividieren, darf man nur einen Faktor dividieren 
und den erhaltenen Quotienten mit dem anderen Faktor 
multiplizieren. i 

| Sormel: 5 = 1 5 2 a. 


Beweis: = bedeutet die Sahl, welche mit e multipliziert a -b 


KANUG 120: Crank, Arithmetik u. Algebra I. 8. Aufl. 7 
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als Produkt ergibt; nun iſt aber (= . b) 20 rn eb G 11, 3) 
— a-b (nad) 1), d. h. die rechte Seite der Formel iſt gleich der linken. 


4. Wie man Potenzen nur dann durch Multiplikation zu einer 
Potenz vereinigen kann, wenn fie in der Grundzahl übereinſtimmen, 
ſo kann man auch zwei Potenzen durch Diviſion nur dann zu einer 
Potenz zuſammenfaſſen, wenn ſie dieſelbe Grundzahl beſitzen. Die 
Diviſion erfolgt dann nach dem 

Lehrſatz über die Divifion der Potenzen. potenzen von 
gleicher Grundzahl werden durcheinander dividiert, indem 
man den Exponenten des Diviſors von dem Exponenten des 
Dividendus ſubtrahiert. 


am 
Sormel: an Fe ahnen 


Beweis: = bedeutet die Sahl, welche mit a” multipliziert a“ 
als Produkt ergibt; nun iſt aber a” * a” = au (5 13, 3) 
— a”, d. h. die rechte Seite der Formel iſt gleich der linken. 

5. Die Divifion algebraiſcher Sahlen. Bildet man zu den vier 


Formeln in $ 12, welche für die Multiplikation algebraiſcher Zahlen 
gelten, die entſprechenden Diviſionsaufgaben, ſo findet man: 


, nis 
| 42 
Ta an — a 


Hieraus ergibt ſich die 
Regel: Sahlen mit demſelben Vorzeichen geben einen 
poſitiven Quotienten, Zahlen mit verſchiedenen Vorzeichen 
geben einen negativen Quotienten. 
6. Beiſpiele: 
1. (15 a 35 + 40a): ( 540 = — 3a’+ 7a! 8as. 
2. (63a b!° — 21 5b 16 — 35 au 51): ( 7450 
— 9a!b? + 3a?b’ Hab'. | 
3. 10a? — [30° — (200° — 28a’): 4a? — 5 ai: a’ = 
10° — [3a — 5a° + 7a — 5atl:a = 
10° —- 3a +50 70 ＋ 54 = 100°. 
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8 17. Die Diviſion einer Summe durch eine Summe. 
Aus jeder ausgerechneten Multiplikationsaufgabe kann man eine 
Diviſionsaufgabe bilden. hat man die folgende Multiplikations⸗ 
aufgabe gerechnet: 
(3X* Ax ＋ 5) · (6x ＋ 7x - 8) 
18ð — 24x ＋＋ 30x? 
+ 21x? — 28x? + 35x 
— 24x? + 32x — 40 
18x: — 3x°-- 22x? + 67x — 40 
fo kann man daraus die Diviſionsaufgabe herleiten: 
(18& — 3x? — 22x?” ＋ 67x — 40): (S*à — 4x ＋ 5) = 
Zunächſt iſt aus dem Multiplikationsſchema klar, daß das erſte 
und letzte Glied des geordneten Dividendus nur ein Produkt aus 
zwei Faktoren fein kann. Der eine derſelben iſt entweder der erſte 
oder letzte Summand des Diviſors, der andere der erſte bzw. letzte 
Summand des geſuchten Quotienten. Die anderen Glieder des Dividen⸗ 
dus find komplizierter zuſammengeſetzt. Aus dieſer Überlegung folgt: 
Man muß, um zu dividieren, zunächſt den Dividendus 
und den Diviſor in derſelben Weiſe ordnen, falls noch nicht 


geordnet iſt. Man findet dann den erſten Summanden des ge⸗ 


ſuchten Quotienten, indem man mit dem erſten Summanden des Divi⸗ 
ſors in den erſten Summanden des Dividendus dividiert. 
1 0x. 
Es müſſen jetzt, da man zur Bildung des Produktes — unſeres 
jetzigen Dividendus — jeden Summanden der einen Summe mit jedem 


Summanden der anderen Summe multipliziert hat, in dem Dividendus 
außer 18x* noch diejenigen Summanden ſtecken, welche man erhält, 


wenn man — Ax +5 mit 6x multipliziert, das heißt — 24 x5 


- +30x°. Subtrahiert man jetzt 18 X 24 Xx + 30x? von dem 


Dividendus 


18x? — 3X — 22x? ＋ 67x 40 
18x — 24x°+ 30x? ‚ jo bleibt 
+ 2125224 67x 0. 
Das zweite Glied des Dividendus war durch Addition zweier 
Produkte entſtanden, nämlich 1. dem Produkt aus dem erſten Gliede 


des Quotienten und dem zweiten Gliede des Diviſors und 2. dem 


Produkt aus dem zweiten Gliede des Quotienten und dem erſten 


Gliede des Diviſors. Da wir das erſte Produkt abgezogen haben, 
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jo bleibt das zweite, alſo das Produkt aus dem erſten Gliede des 
Diviſors und dem zweiten Gliede des Quotienten, übrig. Wir finden 


demnach das zweite Glied des Quotienten, wenn wir mit dem erſten 


Gliede des Diviſors in das erſte Glied des Reſtes dividieren. 
+ 21x°:3 = + 7æ. 
Es find nun in dem Reſt alle diejenigen Produkte enthalten, die 


man erhält, wenn man den Divijor mit + 7x multipliziert, das 


heißt: + 21 28 K* + 35x. 
Subtrahiert man dies von dem Reſt 
+ 21x? 52K ＋T 67x — 40 
+ 21x = 28x? + 35x ‚ jo bleibt 
— 24x” + 32x — 40. 


Dividiert man jetzt wieder mit dem erſten Gliede des Divifors ; 
in den erſten Summanden des nunmehrigen Reſtes, jo findet man 
als dritten Summanden des Quotienten — 8. In dem Reft ftedt 


demnach noch die Summe 
— 24x? ＋ 3 2xXx 40, 


welche von ihm 10 den Reſt Null ergibt. Das Ergebnis ! 


der Diviſion iſt alſo EN 


Beiſpiel: 


(1008 — 4147 + 4345 + 100° — 24a): (5a 3 a5 — 4a) 


= 2a —-Ta G 


10a — 6a’ — 8a 
a 51054 100° 240% 
— 35a’ +21a® 28 aꝰ 
A + 300° — 180°’ — 24a" 
+ 300° — 18a? — 24a! 


Bei der Addition, welche zur Bildung des Produktes (des Divi⸗ 
dendus) nötig iſt, können einzelne Glieder, welche dieſelben Buch⸗ 
ſtabengrößen enthalten, ſich zu Null vereinigen, alſo verſchwinden. 
Die einzelnen Summanden treten aber bei der Diviſion wieder auf, 
wenn man den Diviſor mit dem gewonnenen Gliede des Quotienten 
multipliziert, und müſſen dann bei dem Subtrahieren an geeigneter 


Stelle (geordnet!) eingeſchaltet werden. 


ne ER rd . ˙ 


8 5 ein 1 * 1 a NENNT, Pa a A RT Wer aa, We N 1067 
7 5 
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Beiſpiel: 270° - 8): (3a — 2) = 9a ＋ 64 +4 
27 a° — 18a⁵ 
+ 1841 — 8 
+ 18a? — 12a? 
+12 —8 
+12 — 8 
818. Zweite Erweiterung des ee 
Die Brüche. 
Die Diviſionsaufgaben ſind nicht immer lösbar. Es gibt zu⸗ 


weilen unter den bisher bekannten Sahlen keine Sahl, welche mit 
dem Diviſor multipliziert den Dividendus als Produkt ergibt. Solche 


Diviſionsaufgabe iſt 3. B. 5 oder 2 Will man derartige Aufgaben 


nicht als widerſinnig betrachten, jo iſt man gezwungen, zu den bis- 


herigen Sahlen, die durch die Einheiten 1, ＋ 1, — 1 gebildet find, 
durch Einführung neuer Einheiten neue Sahlen hinzuzufügen. Als 
ſolche neue Einheiten nimmt man irgendeinen beliebigen Teil der 


bisherigen Einheit, der Eins, an, z. B. die hälfte, den dritten Teil, 
den fünften Teil uſw. Dieſe neuen Einheiten deren Anzahl beliebig 


groß iſt, bezeichnet man je nach der Sahl der Teile, in welche die 
alte Einheit! geteilt iſt, durch einen Quotienten, deſſen Dividendus 1 
und deſſen Divifor die Unzahl der gleichen Teile iſt, in welche man 
ſich die Einheit geteilt denkt. Man ſchreibt alſo dieſe neuen Ein⸗ 


heiten a 


SE uſw., geſprochen „ein Halb“, „ein Drittel“, „ein 


Fünftel“ uſw. Sählt man von Null aufwärts nach einer dieſer Ein⸗ 
heiten, 3. B. 2 5 ſo lauten die Sahlen: Ein Fünftel, zwei Fünftel, 


drei Fünftel, bier Fünftel, fünf Fünftel, ſechs Fünftel uſw., wofür 
man ſchreibt | 


CV 
n d 5 


Dieſe neuen fo erhaltenen Zahlen, die wie Quotienten geſchrieben 


werden und je nach der Anzahl der Teile, in welche die Einheit 1 


geteilt iſt, verſchieden ausfallen, nennt man Brüche und den Bruch, 


nach welchem man zählt, den Stammbruch. Die an der Stelle des 


Diviſors ſtehende Sahl, welche uns nennt, in wie viele gleiche Teile 


wir die Einheit geteilt denken, und nach welcher neuen Einheit wir 


e e EN he 


ARE 
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zählen, heißt der Nenner des Bruches. Die Sahl, welche an Stelle 
des Dividendus ſteht, und die angibt, wie viele der neuen Einheiten 
wir gezählt haben, heißt der Sähler des Bruches. Die bisher be⸗ 
kannten und benutzten Sahlen nennt man im Gegenſatz zu den Brüchen 
ganze Sahlen. 

Da wir die neuen Einheiten, die Stammbrüche, erhalten haben, 
indem wir die Eins in gleiche Teile teilten, ſo iſt es klar, daß, wenn 
wir nach irgendeinem Stammbruch von Null an aufwärts zählen, 
in der ſo erhaltenen Sahlenreihe auch die Sahlen der natürlichen 
Sahlenreihe vorkommen werden, und zwar an den Stellen, wo der 


Zähler des Bruches ein ganzes Vielfaches ſeines Nenners iſt. So iſt 8 
dasſelbe wie 1, = dasjelbe wie 2, 5 dasſelbe wie 3. Es find dies 


die Stellen, wo die Diviſionsaufgabe, deren Diviſor 5 iſt, noch lös⸗ 
bar iſt ohne Einführung neuer Sahlen. Die dort ſtehenden Brüche 
nennt man uneigentliche Brüche. Jede ganze Sahl läßt ſich als 
uneigentlicher Bruch darſtellen. Die anderen Baar heißen eigent⸗ 


liche Brüche. Unſere oben nach der Einheit — gebildete Sahlen⸗ 
reihe könnte man alſo auch ſchreiben: 


Ähnlich 1 ſich die Zahlenreihe für andere Einheiten als z 2 
So iſt z. B. für ; = 1 1 


35 = 1, 35 5,. 2 35 55 3, = .. Allgemein ift für ö gleiche 
1 Ki 41 b+2 
,, 
„ 2. , . die entſtehende Reihe. 


Will man nach Art der in 8 7 Fig. 2 erwähnten graphiſchen 
Darſtellung der Sahlen auch Brüche darſtellen, jo hat man die Ein⸗ 
heitsſtrecke in ſo viel gleiche Teile zu teilen, wie der Nenner des 
Bruches angibt, und dann dieſen Teil ſo oft abzutragen, wie der 
Zähler es fordert. 

Iſt in einem eigentlichen Bruche der Sähler kleiner als der 
Nenner, ſo nennt man ihn einen echten Bruch, iſt der Zähler 
größer als der Nenner, ſo heißt er ein unechter Bruch. Jeder 
echte Bruch iſt kleiner als Eins. Jeder unechte Bruch läßt ſich in 
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eine Summe aus einer ganzen Sahl und einem echten Bruch ver⸗ 


wandeln. Dieſe Summe nennt man eine gemiſchte Sahl. 


7 1 1 
ana) 


Hat man die Einheit in drei gleiche Teile geteilt, alfo mit der 
Einheit z x gezählt, und man teilt nun 155 Einheit in vier mal ſo 
viel Teile, zählt alſo nach der Einheit 4 4 ſo entſprechen jedem 
Teile der erſten Sahlenreihe vier Teile der neuen, d. h. es ſind 5 

ebenſo groß wie 3—4 4 1 

War allgemein die alte Einheit 5 und iſt die neue „ ſo 

0 jeder Sahl der alten Sahlenreihe n Zahlen der 11 Es 
a a.n 


b b.n 


Hieraus folgt der 

Lehrſatz 1. Der Wert eines Bruches bleibt ungeändert, 
wenn man Sähler und Nenner mit derſelben Sahl multi⸗ 
pliziert. Man nennt dies den Bruch erweitern. 

Einen Bruch erweitern heißt alſo Sähler und Nenner 
mit derſelben Sahl multiplizieren. 

Man iſt hiernach imſtande, zwei Brüche, die 0 05 durch Ane 


nach 5 Einheiten erhalten hat, 3. B. 18 (Einheit j 15 
und — 15 (Einheit; 5) zurückzuführen auf zwei Brüche N‘ man 11 8 


Zählen nach ein und derſelben Einheit erhalten würde. Dies ge⸗ 
ſchieht dadurch, daß man die Brüche ſo erweitert, daß die Nenner 
einander gleich werden. Man würde dies erreichen, wenn man den 
erſten Bruch mit 14, den zweiten mit 21 erweiterte, oder den erſten 
Bruch mit 10, den zweiten mit 15 uſw. Man wählt aber praktiſch 
unter allen möglichen Sahlen die kleinſten aus. Dieſe findet man, 
wenn man von den beiden in den Nennern ſtehenden Sahlen das 
kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache (hier hauptnenner ge 
nannt) bildet, und nun dieſen Hauptnenner durch die einzelnen Nenner 
dividiert. Der Quotient iſt dann die Sahl, mit der der betreffende 
Bruch erweitert werden muß. In unſerem Falle iſt der hauptnenner 
36, der erſte Bruch iſt zu erweitern mit 36: 18 = 2, der zweite 


mit 36: 12 = 3, man erhält alſo 56 und 55 (Dal. S 22.) 


DDR LEN ae ee, 1 Er N MUND NENNEN RR RR, een 
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Dieſe Umformungen ſind ſtets nötig, wenn es ſich darum ban 
delt, zwei Brüche zu addieren, da wir nur zwei durch dieſelbe 


Einheit erhaltene EN zu d Sahl e 405 
5 7 a 31 


15 1 e e, g 
Regel für die Addition und Subtraktion von Brüchen. Swei 
Brüche werden addiert (ſubtrahiert), indem man fie zuerfi 
auf denſelben Nenner, den hauptnenner, bringt, dann 
ihre Zähler addiert (ſubtrahiert) und unter das erhaltene 
Ergebnis den ene als . ſchreibt. 


Die oben erhaltene Formel > = — „ kann man auch umkehren. 
Dann erhält man 


Dies ergibt den 


Lehrſatz 2. Der Wert eines Bruches bleibt ungeändert, 

wenn man Sähler und Nenner durch dieſelbe Sahl dividiert. 
Man nennt dies den Bruch heben. | 

Einen Bruch heben heißt alſo Sähler und Nenner durch 
dieſelbe Sahl dividieren. 
Man kann hiernach, wenn Sähler und Nenner eines Bruches 
einen gemeinſchaftlichen Faktor haben, den Wert des Bruches in 

kleineren 72 angeben. 
SD 2 


Es it 27 = gi u 775 


Da der Bil 5 dasſelbe bedeutet wie a - 55 ſo erhalten wir, 
wenn wir den Bruch mit der ganzen Sahl m multiplizieren, 


a 1 1 an 
5 n (a ) n= an 5 6 11,50 55 


Lehrſatz 3. Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multi⸗ 
pliziert, indem man den Sähler mit der Sahl multipliziert 
und den Nenner ungeändert läßt. 

7 4 
— . 3 2 2 DB (= 5 

In ähnlicher Dei. 0 man mit Benutzung von 8 16, 3 her⸗ 

leiten den 


Lehrſatz 4. Ein Bruch wird durch eine ganze Sahl divi⸗ 


diert, indem man den Zähler durch die Sahl dividiert und 
den Nenner ungeändert läßt. | 
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1 Nach dieſem Satze würde man bequem Diviſionen ausführen 
können wie die folgenden: 

4 36 3 a! 


12 r EAN = 3 1 
F 371 11 12117 57 


Soll aber die Aufgabe gelöſt werden 3 5, ſo würde man auf 


Schwierigkeiten ſtoßen. Bedenkt man nun aber, daß der Wert eines 
Bruches durch Erweitern desſelben ſich nicht ändert, ſo kann man 
den Bus fo erweitern, 125 ſein Zähler durch 5 teilbar wird. Man 
13 2 
erhält 35 5 5 155 
1 8 man allgemein 5 : u, jo findet man ben n und dann 
55 hieraus folgt der ſtets anwendbare 


LehrſatzW 5. Ein Bruch wird durch eine ganze Sahl divi⸗ 
diert, indem man den Nenner mit der ganzen Sahl multi⸗ 
pliziert und den Sähler ungeändert läßt. 

Es bleibt nun noch zu ermitteln, in welcher Weiſe mit einem 
Bruche multipliziert und durch einen Bruch dividiert wird. Um die 
erſte Frage zu beantworten, denken wir uns, es ſei das Produkt zu bilden 


ai 
n75' 


a Fe * 


in welchem n der Multiplikandus und — z der Multiplikator iſt. Das 


| produkt bleibt ungeändert, wenn 19 10 es mit b multipliziert und 

darauf durch b dividiert. Da nun aber die Multiplikation bzw. 
Late eines Produktes nur die Multiplikation bzw. Diviſion eines 
1 Be erfordert (8 11, 3 und $ 16, 3), fo können wir n dividieren 


und 5 4 multiplizieren. Hierdurch erhalten wir 


. 
1 9 


na 


NM 


2 


Dies gibt den 

| Lehrſatz 6. Mit einem Bruche wird multipliziert, in⸗ 
dem man mit dem Sähler multipliziert und durch den 
Nenner dividiert. 

ATſtt auch der Multiplikandus ein Bruch, fo erhält man auf 
Grund des eben ausgeſprochenen Cehrſatzes mit Benutzung der Cehr⸗ 
ſätze 3 und 5 den 


Leͤhrſatz 7. wei Brüche werden multipliziert, indem 
5 


ernennen eee 
6 7 Jar di 
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man Sähler mit Zähler und Nenner mit Nenner multi» 
plisierb | % 5 i; GE 
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Um das Dividieren durch einen Bruch, alſo die Aufgabe m 5 
zu erklären, denkt man ſich den Diviſor mit h multipliziert, wodurch 
er zu der ganzen Zahl a wird. Um den Quotienten hierdurch nicht 
zu ändern, muß man den Dividendus ebenfalls mit ö multiplizieren. 
Man erhält dann 
a nb 
nen enb: am 
Dies ergibt den 
Lehrſatz 8. Durch einen Bruch wird dividiert, indem man 
mit dem Nenner multipliziert und durch den Sähler dividiert. 
Oder: 
Durch einen Bruch wird dividiert, indem man ihn um⸗ 
kehrt (d. h. Sähler mit Nenner vertauſcht) und dann multipliziert. 
Beiſpiele: | 
a: a’ a"? 25 5 a a: a 
b ö de Betas de d 
Bemerkung: Das Rechnen mit gemiſchten Sahlen iſt ebenſo aus⸗ 


zuführen wie das Rechnen mit Brüchen, da man jede gemiſchte Sahl in 
einen unechten Bruch verwandeln kann. 


Dezimalbrüche. 

Die dezimalbrüche ſind entſtanden durch eine folgerichtige Fort⸗ 
ſetzung der Schreibweiſe unſerer Zahlen über die Einerſtelle hinaus. Die 
Stelle, an der die Einer ſtehen, wird durch ein Komma, das hinter die 
Einer geſetzt iſt, angedeutet.“) Die Dezimalbrüche find alſo die Sonderfälle 
der gewöhnlichen Brüche, bei denen der Nenner eine Potenz von Sehn iſt. 

Da man auf die gewöhnlichen Brüche durch eine Diviſion kommt, 
die, wenn man an die Einerſtelle gelangt iſt, einen Reſt ergibt, und 
da man nach Einführung der Dezimalbrüche auch über die Einer 
hinaus weiterrechnen kann, ſo erkennt man: 

Ein gewöhnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch 
verwandelt, indem man ſeinen Sähler durch den Nenner 
dividiert. | 


i 1) Man ſpricht einen Dezimalbruch, indem man die hinter dem Komma 
ſtehenden Siffern nacheinander lieſt. 23,14 wird geſprochen „dreiund⸗ 
zwanzig Komma eins vier“, niemals „dreiundzwanzig Komma vierzehn“. 


818. Dezimalbrüche 59 


Hierbei ift folgendes zu beachten. Da 10=2- 5 iſt, fo iſt jeder 
Nenner eines Dezimalbruches ein Produkt von zwei mit demſelben 
Exponenten verſehenen Potenzen von 2 und 5. Enthält nun der 
nenner eines gewöhnlichen Bruches nur die Faktoren 2 und 5, ſo 
kann man es ſtets durch Erweitern des Bruches erreichen, daß ſein 
N Nenner eine Potenz von 10 wird. 


7 7 7.5 175 
1 251000 „ 0,175. 

In den Fällen alſo, wo der Nenner des gewöhnlichen Bruches nur 
die Faktoren 2 und 5 enthält, geht die zu feiner Verwandlung in 
einen Dezimalbruch nötige Diviſion auf. Man erhält einen end⸗ 
lichen Dezimalbruch. 
6 Beſteht der Nenner aus anderen Faktoren als 2 und 5, oder 
enthält er außer dieſen noch andere Faktoren, fo kann man den 
Nenner nie durch Erweitern in eine Potenz von 10 verwandeln. Die 
Diviſion geht nie auf, und man erhält einen unendlichen Dezimal⸗ 
bruch. Diefer unendliche Dezimalbruch beſitzt aber eine beſondere 
Eigenſchaft. 
1 Die Anzahl der voneinander verſchiedenen Reſte, welche bei der 
Diviſion durch eine beliebige Sahl bleiben können, iſt beſchränkt. Sie 
iſt gleich der Anzahl der Sahlen, die kleiner als der Diviſor find. 

Dividiert man durch 7, ſo ſind 6, dividiert man durch 11, ſo ſind 
10 verſchiedene Reſte möglich. Es wird alſo bei der Verwandlung 
eines gewöhnlichen Bruches der zuletzt genannten Art in einen Dezimal⸗ 
bruch, ſpäteſtens nachdem alle möglichen Reſte aufgetreten ſind, der 
erſte Reſt wieder erſcheinen, und damit die im Dezimalbruch als Siffern 
auftretenden Quotienten ſich wiederholen. Man erhält einen unend⸗ 
lichen periodiſchen Dezimalbruch. 


F ²˙ w ˙ ˙jꝛ . maln 4 2, ZEN a un ZZ 


7 = 0,142857142857....; f 0,4545... 


N Die Periode beginnt ſtets hinter dem Komma, wenn der Nenner des 
Bruches die Faktoren 2 und 5 überhaupt nicht enthält. Der Bruch heißt 
dann ein rein periodiſcher Dezimalbruch. Treten aber im Nenner 
auch die Faktoren 2 und 5 auf, ſo beginnt die periode erſt ſpäter. 
Man erhält einen unrein periodiſchen Dezimalbruch. Iſt z. B. 15 


| zu verwandeln, und man dividiert 7 zunächſt durch 4, dann findet 


TR TR ALTEN TER ENT DET RE VI RER 3 
Ba EN enen en Wären. 


man 1,75. Dividiert man nun durch 3, dann beginnt die Periode 5 


erſt in der dritten Stelle. Es iſt 
Ye A as 
| 12 5 0,5853353 
Die Verwandlung eines endlichen Dezimalbruches in 


einen gewöhnlichen Bruch bietet keine Schwierigkeit. 


49 375 3 


Es ſei an dieſer Stelle noch kurz auseinandergeſetzt, in welcher 


Weiſe ein unendlicher periodiſcher Dezimalbruch in einen gewöhnlichen 


Bruch verwandelt wird. Iſt 0,3636 ... zu berechnen, jo ſetzt man 
* 0666 0, 


Dieſe Gleichung multipliziert man mit derjenigen Potenz von 10, 


die bewirkt, daß das Komma hinter die erſte Periode rückt, alſo 
mit 100. Dadurch erhält man 
100 x = 36,3656 


Wenn man von dieſer Gleichung die erſte abzieht, ſo findet man 


4 
99x = 56, 2a 11 


Beginnt die Periode nicht gleich hinter dem Komma, ift 3. B. 


x= 0, 14545. ., 


ſo multipliziert man die Gleichung mit ſolchen Potenzen von 10, daß 
das Komma einmal hinter die erſte Periode, dann vor die erſte Periode 


rückt, und ſubtrahiert hierauf beide Gleichungen voneinander. 
1000 x = 145, 4545 


10% ins 
990x 144 
14 8 
990 55 


Das Rechnen mit Dezimalbrüchen. f 
addition und Subtraktion. Damit gleich hohe Potenzen von 


10 untereinander zu ſtehen kommen, ſchreibt man die Brüche fo, daß 


Komma unter Komma ſteht, und addiert dann wie bei gewöhn⸗ 
lichen Zahlen. 


Multiplikation. Man multipliziert nach der Regel für gewöhn⸗ 
liche Brüche (Cehrſ. 7). Da zwei Potenzen von 10 ein Produkt er⸗ 
geben, das hinter der Eins ſo viel Nullen beſitzt, wie die Faktoren 


zuſammen beſitzen, ſo hat man die Regel: 
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Dezimalbrüche werden ohne Rückſicht auf das Komma 
wie ganze Sahlen multipliziert, und dann werden im 
Produkt ſo viel Stellen von rechts nach links abgeſtrichen, 
wie die Faktoren zuſammen beſitzen. Etwa fehlende Stellen 
müſſen hierbei durch Nullen erſetzt werden. 0,75. 0,002 = 0,00 146. 

Divifion. Durch einen Dezimalbruch wird dividiert, 
indem man zuerſt im Diviſor und im Dividendus das 
Komma gleichmäßig um ſo viel Stellen nach rechts rückt, 


daß der Diviſor eine ganze Sahl wird, und dann mit diefer 


die Diviſion ausführt. 
Dieſe Regel beruht darauf, daß man jede Diviſionsaufgabe als 


Bruch betrachten kann, und daß ein Bruch durch Erweitern ſeinen 
Wert nicht ändert. Das Rücken des Kommas iſt nämlich ein Er⸗ 
weitern mit einer Potenz von 10. 


0,7 5 1,26 12,6 
8 19. Das Zerlegen in Saktoren. 
Der größte gemeinſchaftliche Faktor oder Teiler. 


Es iſt aus dem Rechenunterricht bekannt, daß man die meiſten 


3 Sahlen in Produkte verwandeln, oder, wie man auch ſagt, in Fak⸗ 
toren zerlegen kann. So iſt 14 = 2.7, 24 = 22. 2. 3 = 29. 3l, 


360 = 222.3. 3.5 = 23.32. 5. Sahlen, die dieſe Zerlegung 


5 nicht geſtatten, wie 3. B. die Faktoren obiger Produkte, ferner 11, 


13, 17 uſw. nennt man Primzahlen. Es gibt kein beftimmtes 


| Geſetz, nach welchem die Primzahlen unter den übrigen Sahlen vor⸗ 


kommen. Su ihrer Ermittelung kann man ein ſchon im Altertum 


| angewendetes Derfahren gebrauchen (das Sieb des Eratoſthenes). 
Man ſchreibt die Zahlen der Reihe nach auf. 


/// nnd 

e, 19 dB 17 18.1980 

24 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 4 46 47 48 49 50. 
Nun durchſtreicht man zunächſt alle durch 2 teilbaren Zahlen 


außer 2. Die erſte auf 2 folgende nicht durchſtrichene Sahl ift 3. 
Jetzt durchſtreicht man alle durch 3 teilbaren Sahlen außer 3, d. h. 
von der 3 ausgehend jedesmal die dritte Sahl, ſofern fie nicht ſchon 
durchſtrichen iſt. Die erſte bisher nicht durchſtrichene Zahl iſt 5. 
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Von dieſer ausgehend durchſtreicht man alle durch 5 teilbaren Zahlen, 
d. h. von der 5 aus jedesmal die fünfte Zahl. In dieſer Weiſe fährt 
man fort, bis keine Fahl mehr durchſtrichen werden kann. Die nicht 
durchſtrichenen Zahlen ſind dann die Primzahlen innerhalb des unter⸗ 
ſuchten Sahlengebietes. 

Will man eine Sahl in ihre Primfaktoren (ſo nennt man die 
Faktoren des ihr gleichen Produktes) zerlegen, ſo muß man durch 
Diviſion mit denjenigen Primzahlen, die kleiner als ſie ſind, ſich 
überzeugen, ob dieſelben als Faktoren in ihr enthalten ſind. Zur 
Erleichterung der Ermittelung der Primfaktoren hat man für eine 
Anzahl von Sahlen Regeln aufgeſtellt, nach denen man ſchnell er⸗ 
kennen kann, ob eine zweite Sahl durch fie ohne Reſt teilbar iſt 
oder nicht. Die bekannten Regeln ſind 

1. Eine Sahl iſt durch 2 teilbar, wenn ihre letzte Siffer durch 2 
teilbar iſt. — Die durch 2 teilbaren Zahlen nennt man gerade 
Sahlen, die übrigen ungerade Sahlen. 

2. Eine Sahl iſt durch 4 teilbar, wenn die durch ihre beiden 
letzten Ziffern dargeſtellte Zahl durch 4 teilbar iſt. 

3. Eine Sahl iſt durch 8 teilbar, wenn die durch ihre drei letzten 
Ziffern dargeſtellte Zahl durch 8 teilbar iſt. 

4. Eine Sahl iſt durch 3 teilbar, wenn ihre Querſumme durch 3 
teilbar iſt. 

Erklärung: Unter der Querſumme einer Sahl verſteht 
man die Summe ihrer Siffern. 

Die Sahl 57054 hat die Querſumme 21, iſt alſo durch 3 teilbar. 

Die Regel für die Teilbarkeit einer Zahl durch 3 läßt ſich folgender⸗ 
maßen erklären. Sind a, b und c die Siffern einer Sahl, fo heißt 
dieſe 100 a + 105 + c (8 28). Hierfür kann man auch ſchreiben 
(99 a ＋ 9b) +(a+b-+c). Die erſte Klammer ift ſtets durch 3 
teilbar. Es hängt daher die Teilbarkeit der ganzen Sahl durch 3 
von der Teilbarkeit der zweiten Klammer ab, in der die Querſumme 
der Sahl ſteht. Da die erſte Klammer auch ſtets durch 9 teilbar iſt, 
ſo erkennt man hieraus: 


5. Eine Sahl iſt durch 9 teilbar, wenn ihre Querfumme durch 9 | 


teilbar iſt. 

6. Eine Sahl iſt durch 5 teilbar, wenn ihre letzte Siffer eine 5 
oder 0 iſt. 

Hat man zwei oder mehrere Sahlen in ihre Primfaktoren zer⸗ 
legt, ſo kann es vorkommen, daß die dadurch entſtandenen Produkte 
einen oder mehrere Faktoren gemeinſchaftlich haben. Das Produkt 
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dieſer Faktoren heißt der größte gemeinſchaftliche Faktor oder 
Teiler diefer Sahlen. Die Sahlen 84, 66 und 90 geben, in Sat: 
toren zerlegt, die Produkte 84 = 22. 3. 7, 66 = 2. 3. 11 und 
90 = 2. 32. 5. Demnach iſt der größte gemeinſchaftliche Faktor 
der drei Sahlen das Produkt 2.3 = 6. 

Beſitzen zwei Zahlen keinen gemeinſchaftlichen Faktor, wie 3 B. 
21237 und 50 = 257, jo nennt man fie relative Prim- 
zahlen. 

Häufig iſt es recht ſchwierig, die Zerlegung einer Sahl in Fak⸗ 
toren auszuführen, beſonders wenn dieſelbe ein Produkt großer Prim⸗ 

zahlen iſt. In dieſem Falle gibt es aber wenigſtens ein Mittel, ohne 
Berlegung in Faktoren den größten gemeinſchaftlichen Faktor zweier 
Zahlen zu beſtimmen. Man dividiert mit der kleineren Sahl in die 
größere, dann mit dem Reſt in den Diviſor, mit dem neuen Reſt in 
den eben benutzten Diviſor und ſo fort, bis kein Reſt mehr bleibt. 
Der letzte Diviſor iſt dann der größte gemeinſchaftliche Faktor oder Teiler. 

Aufgabe 1. Es ſoll der größte gemeinſchaftliche Teiler der 
Sahlen 893 und 1081 beſtimmt werden. 


1081: 893 = 1 Reſt 188; 895: 188 = 4 Reſt 141 
188:141 = 1 Reit 47; 141: 47 = 3 Reſt 0. 
47 iſt der geſuchte Teiler. Er iſt in 893 19 mal und in 1081 
23 mal enthalten. 
Aufgabe 2. Es ſoll der größte gemeinſchaftliche Faktor der 
Zahlen 659 und 514 beſtimmt werden. 
659: 514 = 1 Reſt 145; 514: 145 = 3 Reit 79 
145: 79 = 1 Reſt 66; 79: 66 = 1 Reft 13 
66: 13 = 5 Reſt 1; 13: 1 = 13 Reſt 0. 
Die Zahlen beſitzen 1 als größten gemeinſchaftlichen Faktor, ſind 
alſo relative Primzahlen. 
Die Richtigkeit dieſes Verfahrens läßt ſich folgendermaßen beweiſen: 
Es ſeien a und b die gegebenen Zahlen (a > b)). Es ſei ferner 
dq: b 5 1 Reſt 717 b: ri = 92 Reſt 72 
ri: T2 = 95 Reſt 73; 72: 13 = q, Reſt 0. Dann iſt 
a = bqi Tri b = 1d ＋ 73 
i 72 0 4 T3 7 72 13 J 


1) Das Zeichen > bedeutet größer als“, das Zeichen < heißt „Heiner als“. 
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Nun ift r, ein Teiler von r,, mithin muß 73 auch ein Teiler von 

72 03 + 73 d. h. von 71 ſein, wenn es aber ein Teiler von r, iſt, muß 
es auch ein Teiler von 7.0% + 72, d.h. von ö fein, wenn es aber ein 
Teiler von b iſt, muß es auch ein Teiler von bg, + r,, d. h. von a 
ſein. Es iſt alſo r, ein Teiler von a und b. Daß r, auch der größte 


Teiler von a und b iſt, wird nun indirekt bewieſen. Angenommen, 
7; ſei nicht der größte gemeinſchaftliche Teiler von a und b, ſondern 


s, dann müßte s wegen der Gleichung a = bg, + r, auch ein Teiler 


von 71 fein. Iſt aber s ein Teiler von h und r,, dann muß es auch 


wegen der Gleichung b = 1102 + 72 ein Teiler von 7, fein und ſchließ⸗ 


lich, weil es ein Teiler von 71 und r, iſt, auch ein Teiler von 13 


dies iſt aber unmöglich, weil s > r, fein ſollte. 


§ 20. Die Zerlegung algebraiſcher Summen 
in Saktoren. 


Jeder arithmetiſche Cehrſatz läßt ſich umkehren. Man findet die 5 


Umkehrung, wenn man in der Formel, welche den Inhalt des Lehr⸗ 


ſatzes ausdrückt, die beiden Seiten miteinander vertauſcht. So be 


kommt man aus dem Lehrſatz über die Multiplikation einer Summe 
a : (bed) -= ab ac - ad ($ 11, 2) die Formel 
ab ＋ ac - ad- a (Ace gh. 
Dieſe Formel ſagt: Haben ſämtliche Glieder einer algebraiſchen 
Summe einen gemeinſamen Faktor, ſo kann man die Summe in ein 


Produkt verwandeln, deſſen einer Faktor eben dieſer gemeinſchaftliche | 
Faktor ijt, und deſſen anderen Faktor man erhält, wenn man die 


Summe durch den gemeinſamen Faktor dividiert. 


Man pflegt dieſe Operation dadurch anzudeuten, daß man ſagt, 


man ſetze in der gegebenen Summe den gemeinſchaftlichen Faktor 


vor die Klammer, oder, man zerlege die Summe in Faktoren. 
Wie man dieſen gemeinſchaftlichen Faktor bei Zahlen findet, iſt 


im § 19 erklärt. Bei Buchſtabengrößen iſt er ſtets die Potenz mit 


dem kleinſten Exponenten. 
HBeiſpiele: 


18a ＋ 245 = 6. (34 ＋ 4b) 
ab 7b = a?. (3 7b) 
50 0b’ + 20 abe 25 ab Sab. (6a?b’ + 4b. — 5a) 
34 ＋＋ 124 342 (I + 4a). 
. Aus der Gleichung ax +be=bx + ac folgt 
ax - bx = ac be, x(a - b) c (a b); x C. 


M AN 
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6. 35bx + 124 — a (15x -+ 285) = 0; (x = 0,8 a). 
7. IOaxö + 4a? (a? — 5b)=5b (10a — x) + (2a? — 5b); (x = 5b). 

Die Serlegung in Faktoren iſt unter Umſtänden auch dann noch 
möglich, wenn die einzelnen Zummanden keinen gemeinſchaftlichen 

Faktor beſitzen. 

J. Wenn man eine Differenz von Quadraten hat, fo kann 
man dieſe Differenz noch zerlegen mit Benutzung der Umkehrung der 
Formel 8 15, III. Nach dieſer iſt 

a? b (a ＋ b) (a - b). 
Der Inhalt dieſer Formel wird ausgedrückt durch den 

Lehrſatz: Die Differenz zweier Quadrate iſt gleich dem 
Produkt aus der Summe und der Differenz der Grund⸗ 
zahlen. 

Beiſpiele: 

1. 25a? 495 (5a + 7b) (ba — 70). 

2. 36a — 121b°= (6a? ＋ 115) (6a? 115). 

3. Jab" — 1 = (3a’b’ + 1) (34 — 1). 

4. as — bi = (a! + HF) (a! — 50 

(a b)) (a b) (a! — b‘) 
(a. ＋ b) (a b) (a + b) (a b)). 

5. Aus der Gleichung a (ax + b) — b’x = a’b 
folgt ax ＋ ab! — bx = ab, ax — bx = ab ab', 

* (d bo) - ab (a b. X = 

6. 4a (x 5) = 4a (8a 5) - SGA 100): C =2 [4a - 50h). 

II. Wenn man eine Summe von zwei Quadraten hat, die ver⸗ 
mehrt oder vermindert iſt um das doppelte Produkt ihrer Grund⸗ 
zahlen, fo benutzt man die Umkehrungen der Formeln $ 15, I und II 
a? ＋ 2ab bi = (a ＋ b)? und a 2ab+b?= (a — b)!. 
Beiſpiele: 1. 164 T 24 ab + 95² = (Aa + 3b)? 

2. 25 44 — 70a?b?’ + 4956 = (5a? 7901 
3. 9 Rü GXx T 1 = (ix — N. 

Oft zerlegt man eine Summe in Faktoren durch Herausſetzen 

eines gemeinſchaftlichen Faktors und Anwendung der obigen Formeln. 
ANUG 120: Trank, Arithmetik u. Algebra J., 8. Aufl. e 4 
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Beiſpiele: 
1. 27a®b? — 48 ab == 3ab? (9a? 160 
— 3ab? (da + 4b) (da — 4b) 

2. 125 4b + 150a?b’+45ab’=5ab (25a? ＋ 30ab + 9°) 

= 5ab(5a + 5b). 

III. Die Zerlegung einer viergliedrigen Summe ift vielfach da⸗ 
durch möglich, daß man je zwei Summanden durch Herausfeßen eines 
gemeinſchaftlichen Faktors zu einem Summanden zuſammenfaßt. 

Beiſpiele: 

1. Es ſei 6a’ ＋ 10 4b + 9a + 155 in Faktoren zu zerlegen. 

Sakt man den erſten und zweiten und dann den dritten und vierten 
Summanden zuſammen, ſo erhält man 
64 ＋ 10 ab + 9a + 15b = 2a? (34 ＋ 50) ＋ 3. (34 + 5b) 

= (34a + 500 (2a ＋＋ 3). 

Faßt man den erſten und dritten und dann den zweiten und vierten 
Summanden zuſammen, ſo erhält man | 
6a’+10a?b+9a+15b= 3a (2a+ 3) +55 (2a?+ 5) 

(2a 3). (34 ＋ 5b), 
d. h. dasſelbe Produkt mit veränderter Folge der Faktoren. 

Saft man den erſten und vierten und den zweiten und dritten 
Summanden zuſammen, ſo erhält man 
6a ＋ 10a7²b ＋ 9a 1556 = 5. (ad 5b) + a(iOab +9). 
Dies iſt eine zweigliedrige Summe, die ſich nicht weiter zerlegen läßt. 
Man fieht alſo, daß nicht jede beliebige Suſammenfaſſung zu einem 
brauchbaren Ergebnis führt, und erkennt, daß eine ſolche Sufammen- 
faſſung nicht ſtets zum Siele zu führen braucht. 

2. Es ſei 21x° — 24 xX 25 ＋ 169° — 14x°y in Faktoren zu 
zerlegen. 


Haßt man das erſte und zweite und dann das dritte und vierte 
Glied zuſammen, ſo erhält man 
21x° 24x *) + 165 14x = 3x? (7X — JR 
+ 25 (8y? — 7x). 
Die in den Klammern ſtehenden Differenzen find verſchieden, unter⸗ 
ſcheiden ſich aber nur durch die Folge der Glieder. In einem ſolchen 
Falle kann man die Differenzen in Übereinſtimmung bringen, wenn 
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3 man an einer Stelle ftatt des herausgeſetzten Faktors denſelben Fak⸗ 
tor, aber mit entgegengeſetztem Vorzeichen, vor die Klammer ſetzt. 


Man merke a- b = (b - ah. 
In unſerer Aufgabe geſtaltet ſich alſo die Zerlegung folgender⸗ 
maßen: 
21x° 24x ＋ 169° 14x) = 3x; (CX — 87 
— 25 (7x? — 87) = (7x°— 85) (3x? — 2). 


Die in dieſem Paragraphen auseinandergeſetzte Serlegung in Fak⸗ 
toren findet Anwendung beim heben der Brüche und bei dem Ad- 
dieren der Brüche. Hiervon follen die beiden nächſten Paragraphen 
handeln. 

8 21. Das Heben der Brüche. 


Iſt ein Bruch gegeben, deſſen Zähler und Nenner Buchſtabenaus⸗ 
drücke ſind, ſo muß man, um ihn zu heben, den Sähler und den Nenner 
in Faktoren zerlegen nach den Regeln in $ 19 und $ 20 und dann 
durch die etwa vorhandenen gemeinſchaftlichen Faktoren Zähler und 
Nenner dividieren. Sind gemeinſchaftliche Faktoren nicht vorhanden, 
ſo läßt ſich der Bruch nicht heben. Es genügt, das Heben der Brüche 


an einigen Beiſpielen klarzumachen. 


1. Web: 35. 
da 
i 2. 84 — 28 _ 4a’ (2a’- 7b’) _ 4a! 


a?— b? a+b)(a—b 
3. b - a—b. 
4 44 — 124 b +95 _ 2a — 35) 24 35 
10a — 15a b 54 (24a — 3b) 5a 
64 — 14ab+ gax - 21 bx 24 (6 Ib) +3x Ga -I) 
15 12 ax 35 4b ＋ 28 bx 3a (54 — 4x) — Tb (54 4) 
Ga -I) - aT) 24 TX 

(5a - 4x) (34 - 7b) 5a — Ax 


* * * 18a°b! — 45a?b° 
Weitere Beiſpiele. 1. 6a jar (3 ab). 
54a?b — 15025 
2. gab 1500: ; (Zalda + 5b)). 


24a? +30ab — 28ax — 35bx, (>= +55 
° 12a? — 14ax - 18ab + 21bx’ a — er) 


4* 
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§ 22. Das Addieren und Subtrahieren der Brüche. 
Das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache. 9 9 


Die Umkehrung des Lehrſatzes 8 16, 2 lautet 


Sie lehrt uns, daß wir Brüche, die im Nenner übereinſtimmen — 
die gleichnamig find —, addieren, indem wir die Sähler addieren 
und den gemeinſamen Nenner als Nenner unter das Ergebnis der Ad- 
dition ſchreiben. Die Addition der Brüche erfordert alſo in erſter 
Cinie das Gleichnamigmachen derſelben. Hierbei iſt es von Wichtigkeit, 
ſtets die kleinſte Sahl zu ermitteln, die durch ſämtliche Nenner ohne 
Reſt geteilt werden kann. Dieſe Sahl nennt man den hauptnenner 
der Brüche. Der Hauptnenner iſt das kleinſte gemeinſchaftliche 
vielfache der die Nenner bildenden Sahlen. 

Iſt für die Sahlen 12, 18, 30, 35 das kleinſte gemeinſchaftliche 
Vielfache zu ermitteln, ſo zerlegt man die Sahlen zunächſt in ihre 


Primfaktoren. 12 22.2.3 = 22. 3 
18 2 2.3.3 2232 
30 2235 | 
35 — 5-7. | 


Cäßt man jetzt jede Primzahl an nur einer Stelle, an der fie am 
häufigſten vorkommt, ſtehen und durchſtreicht ſie an allen übrigen 
Stellen, auch an denen, wo ſie ebenſo häufig wie an der gewählten 
Stelle vorkommt, ſo iſt das Produkt der ſtehengebliebenen Zahlen 
das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache. In unſerem Falle bleiben 
nur die fettgedruckten Zahlen ſtehen, und wir finden: 

22. 32. 5 . 7. 

In ganz ähnlicher Weiſe verfährt man beim Kufſuchen des kleinſten 
gemeinſchaftlichen Vielfachen bei Buchſtabenausdrücken und algebra⸗ 
iſchen Summen. 

Für a?x?, ax’, a'x'iſt das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache a?x°. 

Um dasſelbe für 18a + 12b, 9a — 6b, 9a — 4b? zu finden, 
zerlegt man zunächſt nach den Regeln in § 20. 

18a +12b = 2. 3. (34 + 2b) 
9a — 6b O3. (34 — 2b) 
9a? - 4b?= (da + 2b) - (34 — 2b). 
Das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache iſt alſo 
2.3. (34 + 2b) . (3 — 2b). 
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Iſt in dieſer Weiſe das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache für die 
Nenner der Brüche, welche addiert werden ſollen, gefunden, dann 


dividiert man dieſes Vielfache durch die Nenner der einzelnen Brüche. 
Der gefundene Quotient iſt dann jedesmal der Ausdruck, mit welchem 


man den betreffenden Bruch erweitern muß, damit ſämtliche Brüche 
gleichnamig werden. ($ 18.) 


1 


3. 


Beiſpiele: 
54 —- 2b 3a 4b 2473 


127 10 30 


Na 25a-10b 18a-24b  Aa+6b 


60 60 m 60 


254 105 — (18a—24b)+(4a+6b) 


60 


Ei 25a—105—-18a-+24b-+4a-+65 un 11a+20b, 


60 60 
u Bxy!—-3x° AT- 
ge 
N 25 ＋ XY SxY/ - 3K AR - 
* 2 m Fr an een 


KT ZXT XY SXV SX Ax TEN  2xXy?4y? _22y4Y° 


X 2 Xð x? 
da+b Ja- b 5 5 — 10 ab 
4a—b AaH+b 16a?— b 


Garth) Gar) - Gab) Aa-b)+b’—-10ab 


(Ga = (da+b) 


_ 12a?+4ab+5ab +b’—12a’+4ab+3ab— bi bi- 10a 


(Aa- b) (4da-+b) 


lan b) Gab) (aa -) (aa Ab) 4a b 


Anwendungen bei Gleichungen. 


Sind in einer Gleichung Brüche vorhanden, ſo kann man, nachdem 
man zu den ſämtlichen Nennern das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache 
ermittelt hat, die Brüche fortſchaffen. Es ſei die Gleichung gegeben 


1 1 l 
r j e ee 2, 


oder in anderer Schreibweiſe 


3& — 5 4 — x—2 
r 


ee 
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Das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache der Nenner ift 20. Man 
ſtellt nun die identiſche Gleichung 
20 = 20 
auf und wendet auf dieje Gleichung und die gegebene den Grundſatz 
an: Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt gleiche Produkte. Da⸗ 
4 10 


durch erhält man 
20 ( 8 10 205 (4 =) 
und nach Auflöfung der Klammern 
15x 25 — 54 10 % 80 A 8 


Gewöhnlich pflegt man hierfür kurz zu ſagen, man multipli⸗ 


ziere die Gleichung mit 20. 
Aus der erhaltenen Gleichung findet man dann 21x = 105; 
Xx = 5. 
Weitere Beiſpiele: 
A 5 123 
„„ loan: 
Das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache der Nenner iſt 2 3. (Xx — 2). 
Multipliziert man mit dieſem die Gleichung, ſo findet man 
4 5 
2.3 · (x — 2) 5 Dt 2.5 -= 
23. K 2) 
8 ＋ 15 23x 46, — 283&x - 69, x = Z. 
2x+1 4T7— 21K 5 


ee 6x4 Sax 6 


Multipliziert man die 55 mit dem kleinſten gemeinſchaft⸗ 
lichen Vielfachen der Nenner 2 - 3 - (3x + 2) (3x — 2), fo erhält man 


e 17 0 — 27K) 5 GR ＋ 2) GR = 2), 


18 R ＋ 21Rũ +6 47 + 27xX°= 45x? — 20, 
21x = 21, X =I. 
a? — 


X x 
3. „ +,= 1 A == b) 


. 5X3 2 
5 2.2x%.-b4 
5x—9 N x+5 \ HRG 
5. K eo, 
xt1 XT 5x+3 

9. , eee, e 


A, 10, 
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825. Das Rechnen mit benannten Sahlen. 
Teilen und meſſen. 
Sollen benannte Sahlen addiert oder ſubtrahiert werden, fo iſt 


es nötig, daß beide Summanden gleich oder wenigſtens gleichartig 
benannt ſind, ſo daß man vor Ausführung der Addition bzw. Sub⸗ 


traktion die gleichartigen Benennungen auf gleiche Benennung zurück⸗ 
- führen kann. Das Reſultat hat dann dieſelbe Benennung wie die 


Summanden. 17 Liter + 11 Liter — 28 Liter 
| 5 m 7 em 5 m 0,07 m = 5,07 m 

= 500 cm 7 cm = 507 cm. 
4 Der Begriff der Multiplikation verlangt, daß der Multiplikator 
ſtets eine unbenannte Sahl iſt, der Multiplikandus darf beliebig be⸗ 
nannt ſein, und die Benennung des Produktes richtet ſich nach der 
des Multiplikandus. 
g 5. 12 m 60 m; 4-8 Bücher = 32 Bücher. 

Hat man es bei der Multiplikation mit benannten Sahlen zu 
tun, ſo gilt alſo das Kommutationsgeſetz nicht. Dies iſt der Grund, 
weshalb die beiden durch das Malzeichen miteinander verknüpften 
Ceile des Produktes, die bei einem Sahlenprodukt Faktoren genannt 
werden durften, die verſchiedenen Benennungen tragen. Es folgt 
aber auch, daß, wenn wir uns die Umkehrung einer Multiplikations⸗ 
aufgabe bilden, die benannte Sahlen enthält, wir nicht mehr wie 
bei der Multiplikation unbenannter Zahlen auf nur eine Umkehrung 
O iviſion) kommen werden. Wir müſſen vielmehr unterſcheiden, ob 
außer dem benannten Produkt der benannte Multiplikandus oder 
der unbenannte Multiplikator gegeben iſt. Die Multiplikation 
benannter Sahlen hat alſo zwei Umkehrungen. 

f Erſte Umkehrung: das Teilen. Gegeben iſt das benannte Produkt 
und der unbenannte Multiplikator, geſucht der benannte Multiplikandus. 
; 60 m 


? zweite Umkehrung: das Meilen. Gegeben iſt das benannte 
Produkt und der benannte Multiplikandus, geſucht der unbenannte 
Multiplikator. com 


0 Der geſuchte unbenannte Multiplikator heißt in dieſem Falle entweder 
die Maßzahl des gegebenen Produktes (zu meſſende Größe), wenn mit 
3 dem gegebenen Multiplikandus (maß) gemeſſen wird, oder er heißt 
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die Derhältniszahl oder das Verhältnis dieſer beiden 


3 FT 


Größen. Die Derhältniszahl iſt alſo als geſuchter Multiplikator eben⸗ 


ſo wie die Maßzahl ſtets eine unbenannte Sahl. 
Man ſpricht auch von dem Verhältnis unbenannter Sahlen. 
Außer bei der Addition und Multiplikation und ihren Umkehrun⸗ 
gen können benannte Sahlen nicht auftreten, denn die Potenzierung 
fordert Gleichheit der Faktoren, und damit find die benannten Zahlen 
ausgeſchloſſen. 
§ 24. Die Proportionen. 


Erklärung. Eine Gleichung, welche ausſagt, daß zwei 


Derhältniffe (oder zwei Brüche) einander gleich find, heißt 
eine Proportion. Die Normalform der Proportion iſt a: b = c:d 
oder in anderer Schreibweiſe 1 


b 

Aus der erſten Schreibweife iſt es verſtändlich, daß man a und d 
äußere Glieder, b und e innere Glieder der Proportion nennt. 

Über die Proportionen gelten folgende leicht zu beweiſende Lehr⸗ 
ſätze: 

Lehrſatz 1. In jeder Proportion iſt das produkt der 
äußeren Glieder gleich dem Produkt der inneren Glieder. 

Vorausſetzung: 5 = 45 

Behauptung: ad=be. 

Beweis: Multipliziert man die Vorausſetzung mit dem Haupt⸗ 
nenner bd, jo folgt die Behauptung. 

Infolge dieſes Cehrſatzes kann man aus jeder Gleichung zwiſchen 
zwei Produkten von je zwei Faktoren eine Proportion herleiten, in⸗ 
dem man die Faktoren des einen Produktes zu inneren Gliedern, die 
Faktoren des anderen Produktes zu äußeren Gliedern macht. Aus 

xy ab 


K 


folgt 
x: = b. X: b a: y, a:x=y:b uſw. 


Lehrſatz 2. Wenn man in einer Proportion die äußeren 


oder die inneren Glieder miteinander vertauſcht, ſo erhält 
man wieder eine richtige Proportion. 


Dorausfegung: = 4 
Behauptung: 1. 5 1 2 “2 


R r 
24, Die proportionen 383 


Beweis: Multipliziert man die Vorausſetzung mit = jo erhält 
man Behauptung 1, multipliziert man mit g ſo echt man Be⸗ 
hauptung 2. 

Sahlenbeiſpiel: Aus 4 = 75 =, folgt 1.3:2=4.9 


12 9 A 
„ 5.9 — 12 

Außer den eben bewieſenen beiden Lehrſätzen merke man noch 
die folgenden, welche häufig Anwendung finden. 

Lehrſatz 3. Stimmen zwei Proportionen in drei ent⸗ 
ſprechenden Gliedern überein, ſo ſind auch die vierten 
Glieder einander gleich. 

Vorausſetzung: a:b = e: x und a:b=c:y. 

Behauptung: x = y. 

Beweis: Nach Lehrſatz 1 iſt ax = be und 

ay = be, alſo ax = ay und x =. 

Lehrſatz 4. Sind mehrere Brüche (Verhältniſſe) einander 

gleich, ſo iſt eine jede algebraiſche Summe irgendwelcher 

Zähler, dividiert durch dieſelbe algebraiſche Summe der 
dazu gehörenden Nenner, gleich jedem der Brüche. 


a b C d 
. a ＋ b = d a 
Behauptung: BE 


Beweis: Bezeichnet man den Wert der einander gleichen Brüche 
durch Ek, dann iſt 


* ai x 
5 SE bi R 
d N di x 


Hieraus folgt: a ＋ b d= dik A ik di x 
Sa (a, + b, 7 di) R, alſo 


a+b-—d e 
5 add, a, 
itpiel. 224214 12 4+14+12 
Beiſpiel: Aus z= 21 18 folgt 544.21 T 18 
30 2 


. en 
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Iſt eine Proportion, oder, was dasſelbe it, eine Gleichung 
zwiſchen zwei 1 gegeben, z. B. 


5 24 4 jo kann man zunächſt nach Lehrſatz 2 
dafür ſchreiben 5 = 5 und findet dann nach Cehrſatz 4 
AE a N a2 4 
ei e d e e 
Dies ergibt die neue Proportion 
a rh a 


der inneren Glieder übergeht in 
arb c+d 
. 
Dieſe Proportion liefert, wenn wir ſie mit der Proportion, von 
der wir ausgingen, vergleichen, den 


Lehrſatz 5. Sind zwei Brüche gleich, fo iſt die Summe 


aus Sähler und Nenner, dividiert durch die Differenz aus 
Zähler und Nenner, bei beiden Brüchen gleich. 

Dieſen Satz kann man vielfach anwenden, um eine Gleichung 
ſchnell und einfach zu löſen. Be 3. B. die Gleichung gegeben 


ſo folgt daraus ſofort 7 . 


§ 25. Gleichungen mit zwei Unbekannten. 
Die Sunktion. 

Es kann vorkommen, daß in einer Gleichung mehr als eine 
Unbekannte, etwa zwei Unbekannte, vorhanden ſind, wie z. B. in 
der Gleichung y 2x = 5. Es iſt dann unmöglich, aus dieſer 
einen Gleichung die Werte der Unbekannten zu beſtimmen. Nur 


fo viel ſieht man ein, daß durch dieſe eine Gleichung eine gewiſſe Ab: 


hängigkeit der beiden Größen x und y voneinander ausgedrückt 
wird. Wenn nämlich die eine der beiden Größen, etwa x, einen 
ganz willkürlich gewählten Wert erhält, ſo muß die andere Größe 
einen ganz beſtimmten Wert, der vollſtändig abhängig iſt von dem 


willkürlich gewählten Werte für x, annehmen. Man ſieht ferner, 


daß, wenn x eine Reihe ganz willkürlich gewählter Werte durch⸗ 
wandert, y eine andere Reihe hierdurch vollſtändig beſtimmter Werte 
durchwandern muß. 


6 ee welche durch Vertauſchung | 


. a 2 


3 


.. ˙ TEEN = 


eee enen 
R l n 


§ 25. Gleichungen mit zwei Unbekannten. Die Funktion 55 
ö Wenn man in der angedeuteten Weije die Gleichung y — 2x = 3 
auffaßt, fo find x und y nicht mehr als unbekannte und zu ermittelnde 
beſtimmte Größen (konſtante Größen) aufzufaſſen, ſondern als ver⸗ 
änderliche Größen oder Variable. Die Größe x, der man be⸗ 
liebige Werte zu geben pflegt, nennt man die unabhängig ver⸗ 
änderliche Größe und die Größe 5, für welche man darauf die 
durch den Wert des x beſtimmten Werte ermittelt, die abhängig 
veränderliche Größe oder eine Funktion von x. Eine veränder⸗ 
liche Größe heißt alſo eine Sunftion einer zweiten, wenn jede Ände- 
rung dieſer zweiten Größe auch eine Änderung bei ihr bedingt. So 
iſt z. B. die Strecke, die ein Körper gefallen iſt, eine Funktion der Seit, 
die er gebraucht hat, um ſie zu durchfallen. 
N Man kann ſich von der Abhängigkeit des y von dem x in unſerer 
Gleichung y — 2x 3 ein Bild verſchaffen durch eine Tabelle, in⸗ 
dem man auf der linken Seite eines vertikalen Striches die willkür⸗ 
lichen Werte des x und daneben auf der rechten Seite die hieraus 
berechneten Werte des y ſchreibt. 17 


. 

0|-+3 
＋ 175 
1＋2 77 
+3|+9 


Man kann ſich aber auch von der Art, 
wie y von x abhängig iſt, durch eine geo⸗ 
metriſche Figur eine Dorftellung verſchaf⸗ 
fen. Auf der Geraden 
ig ) welche uns die X = HH 
Reihe der algebraiſchen | 
Jahlen verſinnlichte, errichtet man im 
Nullpunkt die Senkrechte (Sig. 3). Diefe 
Senkrechte benutzt man nun wieder zur 
Diarſtellung der Sahlenreihe mit derſelben 
Cängeneinheit wie auf der erſten Geraden, 
aber in der Weiſe, daß die poſitiven Sahlen 
nach oben, die negativen nach unten an⸗ 
genommen werden. Die erſte Gerade | 
nennt man in dieſem Falle die Abſziſſenachſe oder x⸗lchſe, die 
zweite die Ordinatenachſe oder y⸗Uchſe. Die beiden Adıfen bilden 


Fig. 5. 
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zuſammen ein rechtwinkliges Koordinatenſyſtem. Gibt man 
jetzt dem x einen beliebigen Wert, 3. B. ＋ 2, und zieht durch den» 
jenigen Punkt der Abſziſſenachſe, welcher dieſem Werte entſpricht, 
die Parallele zur Ordinatenachſe, berechnet darauf aus der ge⸗ 
gebenen Gleichung den zugehörigen Wert von y, hier +7, und zieht 
durch denjenigen Punkt der Ordinatenachſe, welcher dieſem Zahlenwert 
entſpricht, die Parallele zur Abfzijfen- 
ache, fo beſtimmen dieſe beiden Pa⸗ 
rallelen durch ihren Schnittpunkt ein⸗ 
deutig einen Punkt A der Ebene 
(Fig. 3). Beſtimmt man in dieſer 
Weiſe für beliebig viele Werte von x 
und die zu ihnen gehörenden Werte 
von y die Schnittpunkte, ſo bilden 
die einzelnen Punkte, miteinander 
verbunden, eine Linie, die uns durch 
l ihren Verlauf ein Bild von der Ab- 
f hängigkeit des y von dem x gibt, 
˖ und die man die durch die Gleichung 
‚ dargeſtellte Linie nennt. Zeichnen 
f wir für unſere Gleichung mit Be⸗ 
nutzung der obigen Tabelle einige 
Punkte (Fig. 4) und verbinden 
— dieſelben, ſo gewinnen wir die 
Uberzeugung, daß die durch die 
Gleichung y=2x + 3 dargeſtellte Linie eine Gerade 
ſein müſſe. Es läßt ſich beweiſen, daß dies richtig 
iſt. Wir fanden für x = + 2 den Wert 7 = +7 und 
hierdurch den Punkt A (Fig. 3). Caſſen wir jetzt x um a 
wachſen, ſo wird 7 = 2 (2 ＋ a) ＋ 35 = 4 ＋ 24 ＋ 35 2 7 24a. 
Es wächſt alſo y um 2a. Der durch dieſe beiden Werte beſtimmte 
Punkt ſei B (Fig. 5). Ein nochmaliges Wachſen von x um a bedingt, 
wie man ſich leicht überzeugt, wieder ein Wachſen von y um 22. 
Der hierdurch gefundene Punkt ſei C. Verbinden wir jetzt 8 mit 4 
und C durch Gerade, fo find die Dreiecke ADB und BEC kongruent, 
weil ſie in zwei Seiten und dem eingeſchloſſenen rechten Winkel über⸗ 
einſtimmen. Mithin iſt LCBE=LBAD, und da LBAD und 
L ABD zuſammen einen Rechten betragen, fo muß auch (CBE und 
LAB D zuſammen gleich einem Recht fein (Grundſatz III). Es be 
tragen alſo die drei Winkel ABD und DBE und / CBE zu⸗ 


N 


1 
„ 
1 


#1 +2 #3 


Sig. 4. 
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ſammen zwei Rechte, d. h. die Derbindungslinien von B mit A und C 


bilden eine Gerade. Läßt man jetzt x nicht um a, ſondern um 5 
wachſen, jo kommt man zunächſt auf 

einen Punkt F (in der Figur nicht 
vorhanden), dann aber wieder auf 
Punkt B, und es läßt ſich nun in 
derſelben Weiſe wie oben zeigen, 
daß A, F und B in einer Geraden 
liegen müſſen. Demnach liegen A, F, 
B und C in einer Geraden. In dieſer 


weiſe läßt es ſich, indem man x um 55 


wachſen läßt, wo n irgendeine Zahl 
ſein kann, für beliebig viele Punkte 
der durch die Gleichung y=2x + 3 
dargeſtellten Linie nachweiſen, daß fie 
in einer Geraden liegen müſſen. Die 
durch unſere Gleichung dargeſtellte 
Cinie muß alſo eine Gerade ſein. +7 

Bringt man die Gleichung zwi⸗ 
ſchen x und y vor der Ermittlung der 
zuſammengehörenden Wertepaare 
von x und y auf die Form 
y=ax+ b, ſo erkennt man, 
nachdem man für einige 
Gleichungen die durch ſie beſtimmten 
Geraden gezeichnet hat, daß b den | 
Punkt angibt, in welchem die Gerade die Ordinatenachſe ſchneidet, und a 
die Größe, um welche y wächſt, wenn x um die Einheit zunimmt. 

Tritt zu der Gleichung y = 2x + ; noch eine zweite Gleichung, 
etwa y = 3x + 2, fo ſtellen dieſe beiden Gleichungen zwei Gerade 
dar. Swei Gerade beſtimmen durch ihren Durchſchnittspunkt eindeutig 
einen Punkt der Ebene. Die Werte von x und y, welche zu dieſem 
Punkte gehören, und nur dieſe Werte genügen beiden Gleichungen. 
Es werden daher zwei Größen x und y eindeutig durch zwei 
Gleichungen erſten Grades, die zwiſchen beiden beſtehen, 
beſtimmt. Faßt man alſo x und y als Unbekannte auf, deren 
Werte man ermitteln will, ſo hat man zwiſchen ihnen zwei Gleichungen 
erſten Grades nötig. Wie man aus dieſen beiden Gleichungen die Werte 
der Unbekannten durch Rechnung findet, lehrt der folgende Paragraph. 


Fig. 5. 
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8 26. Methoden für die Löfung der BIER END HN 
mit mehreren Unbekannten. 


A. Gleichungen mit zwei Unbekannten. 


Es ſollen im folgenden nur die beiden wichtigſten Methoden für 


die Cöſung der Gleichungen mit zwei Unbekannten an demſelben 
Beiſpiel auseinandergeſetzt werden. Gegeben ſei das Gleichungspaar 
3Xð ＋ 75 27 (I) 
5x ＋ 4 = 22 (I). 
Erſte methode: die Subſtitutionsmethode 
oder Einſetzungsmethode. 
Man beſtimmt aus einer der beiden gegebenen Gleichungen, be⸗ 
liebig welcher, die eine Unbekannte und ſetzt den für ſie gefundenen 
Wert ſtatt der Unbekannten in die andere Gleichung ein. 


Aus (I) folgt x = AU. 
Setzt man dies in (II) ein, jo findet man: 
5. 4 4 22 
5 (27 7 + 12 = 66 
135 — 355 ＋ 125 = 66 
— 23y = 69; y=3. 
Wenn man diefen Wert für y in die am Anfang für x gefun⸗ 
dene Gleichung einjegt, ſo erhält man 
21221 9. 
3 — 
zweite Methode der Löſung: die methode der gleichen 
Koeffizienten oder die Additions⸗ und Subtraktionsmethode. 


2 r 2 


Man multipliziert beide Gleichungen mit ſolchen Sahlen, daß 1 


dadurch die Koeffizienten einer der beiden Unbekannten in beiden 
Gleichungen denſelben abſoluten Zahlenwert bekommen. Sind dann 


die Vorzeichen dieſelben, ſo verſchwindet die Unbekannte (wird eli⸗ a 


miniert) durch Subtraktion beider Gleichungen; ſind die Vorzeichen 

verſchieden, ſo erreicht man dasſelbe durch Addition der Gleichungen. 

Sur Ermittlung der für die Multiplikation geeignetſten Zahlen be⸗ 

ſtimmt man für die Koeffizienten derjenigen Unbekannten, welche 
man fortſchaffen will, das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache. 


Wollen wir aus unſeren Gleichungen (I) und (II) zunächſt y fort- 
ſchaffen, fo finden wir, weil das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache 
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der Koeffizienten von y gleich 7 - 4 iſt, daß die erſte Gleichung mit 
4, die zweite mit 7 multipliziert werden muß. Wir erhalten 
12x + 285 = 108 
35% + 28y = 154. 
Durch Subtraktion der oberen Gleichung von der unteren folgt: 
162. 
Setzen wir dieſen Wert in (I) ein, fo finden wir y=3. 
In vielen Fällen führt dieſe Methode am leichteſten zum Siele. 
Aufgabe 2. 11x + 125 = 34 
15 X 18 = 8. 
. Da das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache der Koeffizienten von 
y gleich 36 iſt, fo hat man, um y zu eliminieren, die erſte Gleichung 
mit 3, die zweite mit 2 zu multiplizieren: 
35x + 36 = 102 
26x — 36y= 16. 
Durch Addition folgt 59x = 118; x = 2, und durch Einſetzen dieſes 
Wertes y=1. | 
N Sind die beiden Gleichungen nicht in jo einfachen Formen, wie 
in den obigen Beiſpielen, gegeben, d. h. nicht in der Form 
N a+by=cwdax+by=c, 
jo muß man ſie zunächſt in dieſe Form bringen. 


3 4 17 29 
aufgabe 3. 5.2% 3 0 


ee ee e l 


6 
10 Aus () findet man 57x — 35y = 55 und aus (II) 
N 13x — 8y = 33. 
Hieraus ergibt eh: Xx = 5, y = 4. 
K 99 20 12 
aufgabe 4. 5 0 1 (h. 
N u * 0 


Bei dieſer Aufgabe wäre es nicht praktiſch, die Nenner fortzu⸗ 
ſchaffen, weil dann auf der rechten Seite das Produkt xy auftreten 
würde. Man löſt die Aufgabe am beſten, indem man neue Un⸗ 
bekannte einführt durch die Gleichungen: 


1 1 
n und „ v. 


e 
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Hierdurch erhält man die Gleichungen 
8u +9v=5 und 10 — 12v =1, aus denen folgt: 


1 
u 4 und v alſo iſt x 4 und y = 3. 


Man hätte in dieſer Aufgabe auch * u und 5 v ſetzen 
können und wäre auf die Gleichungen gekommen: 
2u ＋ 3 2 5 und 5u - 4 = 1. 
Weitere Aufgaben. 
10 26 = 0 0 == G 7 50 —7 (y+ 1) 

=y—-x. (x= 12, y = 13). 

a en = N Ey 

xXx (x 5). (= 12, y= 5), 

5. ( ) ) -& ＋2) = 6) = 31 K ＋ 002 

— K — 5) 0 - 4) = 24. (Xx = 5, y = 7). 

Bemerkung. Man nennt vielfach noch eine dritte Methode: 
die Gleichſetzungsmethode. Bei Anwendung dieſer Methode 
beſtimmt man aus jeder der beiden gegebenen Gleichungen dieſelbe 
Unbekannte und ſetzt dann die für ſie gefundenen Werte einander 
gleich. Hierdurch erhält man eine Gleichung für die zweite Un⸗ 
bekannte. 

B. Gleichungen mit mehr als zwei Unbekannten. 

Sur Beſtimmung von drei Unbekannten hat man drei Gleichungen 
zwiſchen denſelben nötig, die vollſtändig voneinander unabhängig 
ſein müſſen, ſo daß man nicht die eine von ihnen auf irgendeine 
Weiſe aus den beiden anderen herleiten kann. Die drei gegebenen 
Gleichungen werden dann jede auf die Form 

ax d by ee 


gebracht, und dann werden in derſelben Weiſe, wie man aus zwei 


Gleichungen mit zwei Unbekannten eine Gleichung mit einer Un⸗ 
bekannten bildete, aus den drei gegebenen Gleichungen zwei Glei⸗ 
chungen mit zwei Unbekannten gebildet. Die fo gefundenen Glei⸗ 
chungen werden dann nach einer der oben angegebenen Methoden 
behandelt. Ein Beiſpiel ſoll dies klar machen. 
Aufgabe: 3X* ＋ 2 — 22 8 0 
2x 35 ＋ 52 = 15 (I) 
4x 55 ＋ 22 31 (IM). 
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1 multipliziert man () mit 5 und addiert die erhaltene Gleichung zu 
U, fo findet man 17x ＋ 75 = 55 (IV). 
Multipliziert man () mit 2 und addiert die erhaltene Gleichung zu 


(I), jo findet man 10R ＋ 95 = 47 (V). 


(IV) und (V) find jetzt die gewünſchten Gleichungen mit zwei Un⸗ 


bekannten. 


Multipliziert man (IV) mit 9 und (W) mit 7 und ſubtrahiert die 


erhaltenen Gleichungen, ſo ergibt ſich 


83x = 166; * 2 
Setzt man dieſen Wert für x in (IV) oder (V) ein, fo findet man 
y=3. Werden nun die beiden für x und y gefundenen Werte in 
(1), (II) oder (III) eingeſetzt, fo findet man 2 84. 
In ähnlicher Weiſe werden auch Gleichungen mit mehr als drei 
Unbekannten gelöſt. 
Weitere Aufgaben. 


1. 2X 5 1 32 = 385 x T 35 42 10 5K 25 248. 


(* = 12, y = 10, 2 - 8). 


2. 8&x - 3 T 22 = 587 5X 55 62 =I; AXT 2 52 = 56. 


(x = T7, y = 2, 2 = ). 


827. Eingekleidete Gleichungen (Textgleichungen). 


Iſt eine Gleichung zur Ermittlung einer Unbekannten nicht un⸗ 


mittelbar gegeben, ſondern die Aufgabe, daß eine unbekannte Größe 
ermittelt werden ſoll, in Worten geſtellt, ſo verfährt man am beſten 


folgendermaßen. Man bezeichnet zunächſt die geſuchte unbekannte 


Größe durch x. Hierauf ſucht man mit hilfe von x eine aus der 


AKlufgabe näher zu ermittelnde Größe auf doppelte Weiſe auszu⸗ 


drücken. Die beiden für dieſelbe Größe gefundenen Ausdrücke geben 
dann, wenn ſie einander gleichgeſetzt werden, die zur Beſtimmung 
von x brauchbare Gleichung. Das Geſagte ſoll im folgenden an 
Beiſpielen erläutert werden. 

Aufgabe 1. A iſt jetzt 6 Jahre alt, B 34 Jahre. Nach wieviel 
Jahren wird B dreimal fo alt fein wie A? 

Cöſung. Nach x Jahren ſei B dreimal fo alt wie A. Dann iſt 
4 (6 ＋ x) Jahre alt und B (34 ＋ x) Jahre alt. Doppelt aus⸗ 
drückbar iſt für dieſen Zeitpunkt das Alter des B. 

1. (34 ＋ x) Jahre; 2. 3. (6 ＋ x) Jahre. 

ANUG 120: Crantz, Arithmetik u. Algebra J., 8. Aufl. 5 
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Hierdurch erhält man die Gleichung 

3 (6 ＋ X) = 34 J x, 
aus welcher x = 8 folgt. In 8 Jahren iſt alſo B dreimal fo alt als A. 

Aufgabe 2. A iſt jetzt 17 Jahre alt, und B 57 Jahre. Nach 
wieviel Jahren iſt B fünfmal fo alt als A? 

Cöſung. Man findet in ähnlicher Weiſe wie bei Aufgabe 1 
x = — 7. Dieſes negative Reſultat bedeutet, daß B bereits vor 
7 Jahren fünfmal ſo alt war als 4. 

Aufgabe 3. A und B find zuſammen 45 Jahre alt, und vor 
5 Jahren war A viermal fo alt als B. Wie alt find A und B jetzt? 

Bemerkung. Iſt von zwei unbekannten Größen die Summe 8, 
die Differenz d, das Produkt p oder der Quotient 9 bekannt, ſo hat 
man nicht nötig, zwei Unbekannte einzuführen. Nennt man die eine 
Unbekannte x, dann iſt in den obigen vier Fällen die andere 

8 — xX, d x, 25 ox. 

Cöſung. A ſei jetzt x Jahre alt, dann iſt B (45 — x) Jahre alt, 
vor 5 Jahren war A (x — 5) Jahre alt und B (45 — x - 5) 
Jahre = (40 — x) Jahre. Doppelt ausdrückbar iſt für dieſen Seit» 
punkt das Alter des A. 

1. (x — 5) Jahre; 2. 4 (40 — x) Jahre. 
Man erhält demnach die Gleichung: 
x 5 = 4 (40 - Y. 

Aus dieſer folgt: x= 35. Es iſt alſo A 33 Jahre und B 12 Jahre alt. 
Aufgabe 4. A und B find 153 Meilen voneinander entfernt 
und reifen einander entgegen. A legt täglich 4 Meilen, B täglich 
5 Meilen zurück. Nach wieviel Tagen treffen fie zuſammen? 

Cöſung. Sie treffen ſich nach x Tagen. In dieſen x Tagen hat 


A 4 x Meilen, B 5 x Meilen zurückgelegt. Doppelt ausdrückbar 


iſt die Anzahl der Meilen, welche beide in den x Tagen zurücklegen: 
1. (Ax T 5) Meilen; 2. 153 Meilen. 
Es entſteht die Gleichung: 3x +5x = 153. (x = 17). 
Aufgabe 5. Don einem Orte geht ein Bote ab, der täglich 
4 Meilen zurücklegt. 9 Tage nach feiner Abreiſe wird ihm ein zweiter 


Bote auf demſelben Wege nachgeſchickt, der täglich 11,2 Meilen zus 


rücklegt. In wieviel Tagen holt dieſer den erſten Boten ein? 


Löfung. Er holt ihn in x Tagen ein; dann iſt an dem Tage, 


an dem fie ſich treffen, der erſte Bote (x + 9) Tage unterwegs, 
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und der erite Bote hat (x + 9) 4 Meilen, der zweite 11,2 ER 
Meilen zurüdgelegt. Doppelt ausdrüdbar ift der von beiden zu- 
rüdgelegte Weg: 

1. (x +9) 4 Meilen; 2. 11,2. x Meilen. 


Es entfteht die Gleichung: 


9 


2 


u De ee u N 


leiſtet, fo leiſtet er in 1 Stunde & — der Arbeit und in N Stunden — 


112x=(x+9)-4. (x = 5). 
Aufgabe 6. Ein Kapital von 6000 .4 ſteht teils zu 3¼½%, 
teils zu 4°, auf Sinſen. Die jährlichen Zinſen betragen 226,50 4. 


Wie groß ſind die beiden Teile des Kapitals? 


£öjung. Der zu 3½ % ausgeliehene Teil betrage x A, dann 


iſt der Mas Teil (6000 — x) 4 groß Der erſte Teil bringt 


jährlich 100 100 A 3infen, der zweite Teil (O0 i 90 — 4 


ausdrüdbar ift die Summe der Sinſen beider Teile: 


7 X (6000 — x) - 4 
1 2 100 100 A. 2. 226,50 J. 
Es entſteht die Gleichung: 
7 x 6000 — x) 4 
3.100 5 e ee 100 JEANS 226,50. (x = 2700). 

Aufgabe 7. Eine Arbeit wird von A in 5 Stunden, von B in 
4 Stunden, von C in 20 Stunden vollendet. In wieviel Stunden 
wird fie vollendet, wenn alle drei gemeinſam arbeiten? 


Cöſung. In x Stunden. Da 5 in 5 Stunden die ganze ee 


= 


der Arbeit. 5 findet man, daß B in x Stunden — > und C in 
* Stunden > = 0 der Arbeit leitet. Doppelt ausdrückbar it das, was 
ſie bei Be itamer Arbeit in x Stunden leiſten: 


k Es Be die n 


x 


1. 5 5 5 


der Arbeit. 2 1 1 der Arbeit. 
5 ＋ 4 Reh 20 ==, (x = 2.) 


Aufgabe 8. 9 einer ſechsziffrigen Zahl heißt die erſte Ziffer 2, 
wird dieſe an das Ende geſtellt, ſo erhält man das Dreifache der 


erſten Zahl. Wie heißt die Zahl? 


Bemerkung. Sind bei einer dreiziffrigen Fahl die drei Siffern von 


. links nach rechts x, y und 2, jo heißt die Sahl 100 x + 10y + 2 


5 * 
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und ihre Querſumme x +y + 2. Die Sahl mit denſelben Siffern, 
aber in umgekehrter Folge geſchrieben, heißt 1002 + 10y + x. — 
Bezeichnet man bei einer dreiziffrigen Fahl die erſte Ziffer durch x, 
die beiden letzten durch y, fo heißt die Sahl 100 Xx +.y; ſetzt man 
die erſte Siffer x an das Ende, fo heißt die Sahl 10 + x. 

Cöſung. Die fünf letzten Ziffern der Zahl ſeien x, dann heißt 
die Sahl 200000 + x und nach der Umſtellung 10x + 2. Doppelt 
ausdrückbar iſt die Zahl nach der Umſtellung: 

1. 10x+2. 2. 3. (200 000 + x). 
Es entſteht die Gleichung: - 
10x +2 = 3. (200000 + x). (x 85 714, die Sahl iſt 285 714). 

Aufgabe 9. Wenn man eine gewiſſe Sahl durch 7 dividiert, 
zum Quotienten 12 addiert und dann an die erhaltene Summe eine 
8 anhängt, ſo erhält man das Sechsfache der urſprünglichen Sahl. 
Wie heißt dieſelbe? 

Bemerkung. hängt man an eine Sahl, 3. B. 36, hinten eine 7 
an, ſo bedeutet dies, daß man die Sahl mit 10 multipliziert und 
zu dem Produkt 7 addiert hat; hängt man 75 an, ſo bedeutet dies, 
daß man mit 100 multipliziert und zu dem Produkt 75 addiert hat. 

Cöſung. Die Sahl ſei x, dann iſt der Quotient, den man erhält, 


wenn man ie durch 7 dividiert, 7. addiert man hierzu 12, ſo be⸗ 
kommt man 7 * 12, hängt man 11 eine 8, ſo iſt das Ergebnis 
(7 J- 12). 10 ＋ 8. Doppelt ausdrückbar iſt das Be) der ges 
ſuchten Sahl: 

1. 6x. 2. (5 12) . 10 8. ( 289 


Aufgabe 10. Jemand will eine Anzahl von Äpfeln unter ſeine 
Kinder verteilen. Gibt er jedem Kinde 5 Apfel, ſo bleiben 3 Apfel 
übrig, will er aber jedem Kinde 6 Äpfel geben, jo hat er einen Apfel 
zu wenig. Wieviel Kinder und wieviel Äpfel waren es? 

Cöſung. Es waren x Kinder. Dieſe bekommen bei der erſten 
Art der Verteilung 5x Äpfel; da dann 3 äpfel übrig bleiben, fo find 
es (5x + 3) Äpfel. Bei der zweiten Art der Verteilung bekämen 
die Kinder 6 x Äpfel; da dann ein Apfel fehlt, jo find es (6x — 1) Apfel. 
Doppelt ausdrückbar ift die Anzahl der Äpfel: | 


1. (5x + 3) äpfel. 2. (6x — 1) Äpfel. 
(4 Kinder und 23 Äpfel.) | 
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8 28. Zahlenſuſteme. Unſere Rechenmethoden. 

u Die Griechen und Römer hatten beim Rechnen mit Sahlen große 
Schwierigkeiten. Es lag dies an der Art, wie fie die Zahlen ſchrieben. 
Die Griechen verwendeten für dieſelben die Buchſtaben des Alphabets 
mit einem Strich rechts oben, alſo , 6, „ ufw. Die Römer bezeichneten 
die erſten vier Sahlen durch fo viel vertikale Striche, als die Zahl 
Einheiten beſaß: I, II. III, III. Für die Sehn benutzten fie das 
Zeichen X, welches vielleicht zwei kreuzweis übereinander gelegte hände 
(10 Singer) darſtellen ſoll. Für die Bezeichnung der beiden nächſten 
Potenzen von 10 verwendeten fie die Unfangsbuchſtaben ihrer la⸗ 
teiniſchen Namen centum und mille, alſo C und M, oder, wie es in 
alten Schriften geſchrieben wird, (D. Indem fie die Seichen für 10 
und 100 durch einen horizontalen Strich, das Zeichen für 1000 durch 
einen vertikalen Strich halbierten (, E, CD), erhielten fie als 
Seichen für 5 den oberen Teil der X, alſo V, als Zeichen für 50 
den unteren Teil des C, alſo L, und als Seichen für 500 den rechten 
Teil des durch] trihenen CD), alfo D. Mit diefen Seichen ſchrieben 
die Römer in der bekannten Weiſe ihre Sahlen. Dieſe Bezeichnung 
war für das Rechnen höchſt unpraktiſch. 

N Unſere Zahlen find Summen von Potenzen der Grundzahl 10, 
und die Siffern, die wir ſchreiben, die Koeffizienten dieſer Potenzen. 
e io e 0 8 10 4.2. 

alſo eine Summe etwa wie 5a’ 7a ＋ 34 T 4. 

4 Da es ſich nun bei den einzelnen Summanden der Summen, die 
unſere Sahlen darſtellen, ſtets um Vielfache derſelben Potenzen handelt, 
ſo kann man dieſe Potenzen auch fortlaſſen und durch die Stellung, die 
man den Koeffizienten gibt, andeuten, mit welcher Potenz der Grund⸗ 
Zahl man zu tun hat. Man gibt den 9 Siffern einen Stellenwert, 


von rechts nach links ſteigend. Steht 7 an zweiter Stelle von rechts 


nach links, fo hat fie den Wert 7. 10 = 70, ſteht fie aber an vierter 
Stelle, den Wert 7 - 10°= 7000. Um dieſe Schreibweiſe durchführen 
zu können, bedurfte man für den Fall, daß eine Potenz der Grund⸗ 
zahl ganz ausfiel, eines Zeichens, um dies anzudeuten. Die Inder 
2 erfanden hierfür das Zeichen O (ein Kreis ohne Mittelpunkt), das fie 
iffra, d. h. Nichts nannten. Hieraus iſt unſere Null (lat. nullus, 
frz. zero) entſtanden. 

1 Unter Abdallah Almamun, dem Sohne Harun al Raſchids, des 
Seitgenoſſen Karls des Großen, blühten die mathematiſchen Wiſſen⸗ 
ſchaften bei den Arabern zu Bagdad, Damaskus, Cordova. Sie führten 
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den Stellenwert der Ziffern und die indiſchen Zahlenzeichen bei uns 
ein, die daher von uns arabiſche Siffern genannt werden. 

Da die Zahlen Summen von Potenzen find, und Potenzen nur 
addiert oder ſubtrahiert werden können, wenn ſie in Grundzahl und 
Exponent übereinſtimmen, ſo erklärt ſich daraus die Notwendigkeit, 
die Zahlen beim kiddieren und Subtrahieren ſo untereinander zu 
ſchreiben, wie wir es machen. 

Die Multiplikation unſerer Zahlen muß erfolgen nach der Regel, 
wie man Summen mit Summen multipliziert ($ 14). Da hierbei 
die Glieder in den Summen nicht geordnet zu ſein brauchen, ſo kann 
man bei der Multiplikation verſchiedene Methoden anwenden. Man 
kann mit der letzten Ziffer des Multiplikators beginnen oder mit der 
erſten (öſterreichiſche Methode), ſelbſt die einzelnen Ziffern des Multi⸗ 
plikators in ganz beliebiger Reihenfolge nehmen, nur muß man dar⸗ 
auf achten, daß ſtets ſolche Ziffern, welche die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von 10 darſtellen, untereinander geſchrieben werden. 

523 . 412 = (5. 105 ＋ 2. 10 ＋ 3) . (4. 10 ＋ 1. 10 J 2). 


523 - 412 523 - 412 523 - 412 
io 2092 523 

523 523 2092 
2092 1046 1046 
215476 215476 215476 


Die Divifion kann nur nach dem Schema, das in $ 17 genauer 
erklärt ift, ausgeführt werden. 

Die Zahlen könnten auch als Summen von Potenzen irgendeiner 
anderen Sahl als der Sehn gebildet ſein. Man ſpricht daher von 
verſchiedenen Zahlenſyſtemen. Die Neuſeeländer haben ein Uns» 
dezimalſyſtem (Grundzahl 11), die Azteken in Mexiko hatten ein 
Digefimaliyftem (Grundzahl 20), die Chaldäer benutzten das Sexage⸗ 
ſimalſyſtem (Grundzahl 60). Daß das dezimale Sahlenſyſtem (Grund⸗ 
zahl 10), welches wir haben, das verbreitetſte iſt, beruht darauf, 
daß wir 10 Finger haben. 

Würde man die 5 als Grundzahl eines Sahlenfyftems annehmen, 
jo brauchte man zum Schreiben der Zahlen nur die vier Siffern 1, 
2, 3, 4 und die Null. Es würde dann die mit den Siffern 342 ge⸗ 
ſchriebene Zahl die Summe 3. 57 4.5 + 2 darſtellen, d. h. 97 
Einheiten bezeichnen. 

Es iſt auch leicht möglich, jede Zahl unſeres Sahlenfuftems in 
eine Zahl irgendeines anderen Syſtems umzurechnen. 
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Aufgabe. 444 in eine Zahl des Syſtems nach der Grundzahl 7 
umzurechnen. 

Es kommt darauf an, 444 in eine Summe von Potenzen der 
Sahl 7 zu verwandeln. Die erſten Potenzen von 7 find 71 7, 
72 49, 7 = 343. Nur dieſe drei Potenzen kommen in Betracht, da 
7“ bereits größer als 444 iſt. Die Umrechnung geſtaltet ſich nun 
wie folgt. Man dividiert zunächſt 444 durch 7° oder 343, dies gibt 
1 als Quotient und 101 als Reſt. Alfo ſteckt in 444 zunächſt 1 - 73. 
Der Reſt 101 wird durch 7? oder 49 dividiert, dies gibt 2 als Quo⸗ 
tient und 3 als Reſt. Alſo ſteckt in 444 noch 2.72. Da der Reſt 
3 durch 7 dividiert 0 als Quotient und 3 als Reft gibt, fo ſtellt 
er ſich dar als O. 71 ＋ 5. Die Sahl 444 lautet demnach in dem 


Siebenſyſtem 1.74 2. 770 7T 3, 
oder, wenn man den Stellenwert benutzt: 1203. 


Schema: 444: 343 = 1 
343 
101:49=2 

98 
3:7=0 
0 


3 


Man hüte ſich aber, die gefundene Sahl etwa „eintauſendzwei⸗ 
hundert und drei“ auszuſprechen. Man darf nur ſagen, daß in einem 
Sahlenſyſtem nach der Grundzahl 7, in welchem zum Schreiben der 
Zahlen nur die Siffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 nötig wären — denn 
7 Einheiten würden dann ſchon durch 10 bezeichnet werden müſſen 
— eine aus 444 Einheiten beſtehende Sahl geſchrieben werden 
würde 1203. 

Die Unmöglichkeit für uns, die oben gefundene Sahl auszuſprechen, 
gibt uns auch den Grund an, weshalb andere Sahlenſyſteme, ſelbſt 
wenn ſie praktiſcher ſein ſollten als das unſrige, für uns keine Be⸗ 
deutung haben können: Die Sahlwörter der Kulturſprachen beruhen 
auf dem Dezimalſyſtem. 
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Zweiter Abſchnitt. 


Die potenzierung und ihre Umkehrungen. 
Quadratiſche Gleichungen. 


Die Potenzierung. (5weiter Teil.) 


8 29. Die Umkehrungen der früheren Cehrſätze. 

Der Begriff der Potenz ijt im § 13, 1 erklärt worden. Wir wiſſen 
auch, wie Potenzen addiert und ſubtrahiert ($ 13, 2), multipliziert 
(S 13, 3), dividiert (8 16, 4) und potenziert ($ 13, 5) werden können. 
Es handelt ſich nun darum, unſere Kenntnifje von der Potenzierung 
etwas zu erweitern. Sunächſt gelten die Umkehrungen der vorher 
erwähnten Lehrſätze. 

l. Umkehrung des Satzes von der Multiplikation 
zweier Potenzen. 
Formel = a, 

Lehrſatz: Statt mit einer Summe zu potenzieren, darf 
man die Grundzahl mit den Summanden einzeln poten⸗ 
zieren und die erhaltenen potenzen miteinander multi- 
plizieren. 

Beiſpiele: a 

a’ = aιντ = 7. a 
a a aße ant iw 


2 


ll. Umkehrung des Satzes von der Diviſion 
zweier Potenzen. 
Formel: a” * 18 
Lehrſatz: Statt mit einer Differenz zu potenzieren, darf 
man die Grundzahl mit dem Minuendus und dem Subtra⸗ 
hendus einzeln potenzieren und die zuerſt genannte potenz 


durch die andere dividieren. 


8* 

2 2 0 3* — 5 nut a 
Beiſpiele: a 4 
a'? 
a’ 49 = 


wor FE, 
as 


c 
1 8 IR cs 1 * REN 1 
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Ul. Umkehrung des Satzes vonder potenzierung einer potenz. 
Formel: aum (a) (ar)“. 
Lehrſatz: Statt mit einem produkt zu potenzieren, darf 
man mit den Faktoren des Produktes nacheinander in be⸗ 
liebiger Folge potenzieren. 
Beifpiele: a - (40, — (2). 
3 
ar (4a) = (ab). 


3° — (3%) — 812 6561. 


850. Die Anwendung der Potenzierung 
auf die Ergebniſſe der vier erſten Rechnungsarten. 


I. Lehrſatz über die Potenzierung eines Produktes. Statt 
ein Produkt (ogl. § 13, 4) zu potenzieren, darf man die Fak⸗ 
toren einzeln potenzieren und die erhaltenen Potenzen 
miteinander multiplizieren. 

Formel: (ab)“ = a. bu. 
| Beweis: Nach der Erklärung der Potenz ift 
(ab)“ ab · ab · ab (n Faktoren) 
\ da · a.. n Faktoren) b bb. - (n Faktoren) 
5 
3 2 
Beiſpiele: (3a?) = 32. (as) 9a 
5 
(2a'b‘) 32a b. 

Die Umkehrung dieſes Lehrſatzes a“. bus (a · bin ſagt, daß 
man, ſtatt zwei Potenzen mit demſelben Exponenten zu multiplizieren, 
auch das Produkt der Grundzahlen mit dem gemeinſchaftlichen Ex⸗ 
ponenten potenzieren darf. 

0 3 3 3 
Beiſpiele: 2?.5° 10 100; (a?) (ab) = (a) = a. 

Il. Lehrſatz über die Potenzierung eines Quotienten (Bruches). 
Statt einen Bruch zu potenzieren, darf man Sähler und 


Nenner einzeln potenzieren und die Potenz des Sählers 
durch die des Nenners dividieren. 


Formel: (50 5 


aa Fo a 4 
een 


70 ll. Die potenzierung und ihre Umkehrungen. Quadratiſche Gleichungen 
Beweis: Nach der Erklärung der Potenz iſt 
(50 5 . 5 5 = n Faktoren) 
BL Faktoren) 


a aa 
bbb. n Faktoren) 


3 84 a b —2ab-+b! 
Beifpiele: GE) - 275 (Jar da? ) = erh 
Die Umkehrung dieſes Cehrſatzes 52 2 (5 ) "Tagt, daß man, ſtatt zwei 


Potenzen mit demſelben Exponenten zu dividieren, auch den Quotienten 
der Grundzahlen mit dem gemeinſamen Exponenten potenzieren darf. 


Beifpiele: 2 — 42 64. 
Ce. 5 
7555 G2) — - (30) — 9a. 

III. Die potenzierung einer Summe oder differenz. Ein all: 
gemeiner Cehrſatz für die Potenzierung einer Summe (a + 5) oder 
einer Differenz (a — b), alſo ein Wert für (a b)“ oder (a — 5)”, 
läßt ſich auf dieſer Stufe nicht angeben. Den allgemein gültigen 
Ausdruck für (a # b)“ liefert ſpäter der binomiſche LCehrſatz, jetzt genügt 
es, ſich folgende Formeln für einzelne beſondere Fälle einzuprägen: 

(a b): = a +2ab + b 

(a — b)? = a? — 2ab + b? (vgl. 8 15) 

(a + b) = a? + 3a?b + 3ab? + PB? 

(a — b)’ = a? - 3a?b + 3ab? — b 

(a ＋ b)! = a +4a’b + 6a?b? + Aab? + b* 
(a — b)! = a! — Aa°b + 6a?b?— 4ab' + b“. 

Don der Richtigkeit diefer Formeln kann man ſich leicht durch 
Multiplikation überzeugen. 

Beiſpiele: 

(2a + 55) = 84 + 5 4a“. 5b ＋ 3. 242. 25 ＋ 1255 

8a + 60a'b? + 150 4˙55 + 125°. 

(3 ab — 40°)’ = 274 — 3. 94.40 J 3. 345 16a! — 64a” 

27a 108 aul + 144 4 — 64 a6. 


F 
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851. Erweiterung des potenzbegriffes. Potenzenmit 
dem Exponentennullund mit negativen Exponenten. 

Wenn man nach dem Lehrfaße über die Diviſion zweier Potenzen 
von gleicher Grundzahl ($ 16, 4) zwei Potenzen dividiert, deren Expo⸗ 
nenten einander gleich find, wie 3. B. a“: a? oder a“: af, fo erhält 
man ſtets als Reſultat a“. Nun iſt aber a' nach der im § 13, 1 
gegebenen Erklärung der potenz nicht erklärbar, alſo widerſinnig. 

Wollte man nach demſelben Cehrſatze eine Potenz durch eine an⸗ 
dere dividieren, deren Exponent größer iſt als der der erſten Potenz, 
ſo würde man ſtets eine Potenz mit negativem Exponenten erhalten. 
So wäre A 


Auch eine ſolche Potenz kann man nach der Erklärung der Potenz 
nicht erklären und muß ſie als widerſinnig verwerfen. 
Nach dieſen Auseinanderjegungen ſieht man ein, daß man ges 


| zwungen iſt, zu dem Satze 55 = 4e“ die Einſchränkung hinzu: 


zufügen, daß er nur gültig ſei, wenn m > n, in den beiden Fällen 
aber, wo m == n oder m On, kein brauchbares Refultat liefere. 
Wenn man aber die Diviſion a’: a? oder a“: a“ einfach ausführt 
nach § 16, 1, fo findet man in beiden Fällen als Ergebnis 1. Trifft 
man nun die Verabredung, daß die Potenz a' nichts anderes be⸗ 
deuten ſolle als Eins, definiert man: 
Jede potenz, deren Exponent Null iſt, iſt gleich Eins, 


4 


ſo kann man die Einſchränkung bei unſerem Lehrſatze, daß m nicht 


gleich n ſein dürfe, wieder fallen laſſen. 
In ähnlicher Weiſe kann man ſich auch für den Wert des Quo⸗ 


tienten 5 einen brauchbaren Ausdruck verſchaffen. Es iſt 


5 3 
D . 1 
0 rg dd - dr 618, Lehrſ. 2) 
Ebenſo findet man 
5 . 1 
as da a 
Man kann nun auch die zweite Einſchränkung unſeres Lehrſatzes, 


daß m nicht kleiner als n fein dürfe, wieder aufheben, wenn man 


feſtſetzt, daß die fonft widerfinnige Potenz a? dasſelbe bedeuten 


ſolle wie 5 daß a2 5 fein ſolle. 


N. een Wierer ens 
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Auf dieſe Weiſe iſt man, um dem Lehrjage über die Diviſion 
zweier Potenzen allgemeine Gültigkeit zu verſchaffen, zu der Ein⸗ 
führung von Potenzen mit negativem Exponenten gekommen. ö 

Erklärung: Eine potenz mit negativem Exponenten iſt 
gleich dem reziproken Wert der ihr entſprechenden Potenz 
mit poſitivem Exponenten. 


at — · 


Nach dieſer Feſtſetzung iſt es auch möglich, für die Potenz mit 
negativem Exponenten eine Erklärung zu geben, die der für die 
Potenz früher gegebenen Erklärung entſpricht. Da 

1 1 . 
an a A 
ſo kann man ſagen: 

Erklärung: aß“ bedeutet ein Produkt von n Faktoren, 


deren jeder gleich 4 iſt. 


Es iſt alſo 322 . . : 4 = 44 . 


Jeder algebraiſche Ausdruck, in welchem Potenzen mit negativen 
Exponenten vorkommen, kann nach der oben gegebenen Erklärung 
in einen anderen Ausdruck umgeformt werden, der nur Potenzen 
mit poſitiven Exponenten enthält. So iſt 

a-°b? AR bc“! 3ab—-* _ 3a (5) 1 b 


n Faktoren), 


2 — —2—⅛ — 


Hierdurch kann man das Rechnen mit Potenzen mit negativen 
Exponenten ganz vermeiden. Man kann aber auch mit ihnen nach 
denſelben Regeln rechnen, die für die Potenzen mit poſitiven Ex⸗ 
ponenten gelten. 

Es iſt DE 1 1 1 


a 3 — . — — Ne 
e 
3 n 
a = a = (!n— art” 
Ds a” 
2 1 5 1 — 185 
(a * ( uſw. 


Man könnte daher das letzte der drei vorhergehenden Beiſpiele 3 
auch folgendermaßen rechnen: 


1 


eren iin Feen Nenne one Wonen 
„nnn een Nin 
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Die Radizierung. 
5 32. Begriff der Radizierung. Fundamentalſätze. 

Die Potenzierung hat, da man bei einer Potenz die Baſis nicht 
mit dem Exponenten vertauſchen kann, zwei Umkehrungen. Die eine 
der Umkehrungen behandelt die Aufgabe, die Grundzahl oder Baſis zu 
ermitteln, wenn die ausgerechnete Potenz und der Exponent gegeben 
ſind. Von dieſer ſoll jetzt die Rede ſein. 

Man bildete früher Zahlenreihen in der Weiſe, daß man, von 
einer beliebigen Zahl ausgehend, diejenigen Sahlen dahinter ſchrieb, 
welche man erhielt, wenn man die gewählte Sahl wiederholt mit 
dieſer Zahl ſelbſt multiplizierte. Man bildete alſo Reihen wie die 


folgenden: 2, 4, 8, 16, 32, 64 
3.9.27, 81 245 2% 


Eine ſolche Reihe enthält, wie wir jetzt ſagen, die aufeinander⸗ 
folgenden ausgerechneten Potenzen der am Anfang ſtehenden Sahl, 
und zwar iſt die an dritter Stelle ſtehende Sahl die dritte Potenz, 
die an vierter Stelle ſtehende Sahl die vierte Potenz uſw. der Anfangs- 
zahl oder Grundzahl. Statt die Sahlen der Reihe auszurechnen, 
deutete man zuweilen nur die Stelle, an der die Sahl in der Reihe 
ſtehen ſollte, durch Ziffern neben der Grundzahl an, ſchrieb alſo 
ſtatt 16 nur 2, ſtatt 243 nur 3“, hieraus erklärt ſich die Schreib- 
weiſe unſerer Potenz. 

Da für die Bildung einer ſolchen Reihe es genügend war, wenn 
man die am Anfang ſtehende Sahl kannte, ſo ſagte man, die ganze 
Reihe entſtehe aus der erſten Zahl wie die Pflanze aus ihrer Wurzel, 
und nannte demgemäß die erſte Zahl die Wurzel der Reihe. 

Man ſtellte ſich nun die Aufgabe, aus einer beliebigen in der 
Reihe vorkommenden Sahl (ausgerechnete Potenz) und aus der Sahl 
der Stelle, die ſie in der Reihe hatte (Exponent), die Anfangszahl 
oder die Wurzel (Baſis, Grundzahl) zu finden. Man fragte alſo, 
wenn wir die Sahl, welche die ausgerechnete Potenz darſtellt, mit 
a bezeichnen und annehmen, daß ſie in der fraglichen Reihe an der 
n Stelle ſtehe: wie heißt die Wurzel derjenigen Reihe, in welcher 
an der n“ Stelle die Zahl a ſteht? Die geſuchte Wurzel deutete 
man ſymboliſch durch Ya, geſprochen „n“ Wurzel aus a“, an. 
Das Zeichen / „ das „Wurzelzeichen“, ift durch eine Umformung 
des r, des Anfangsbuchſtabens des Wortes radix (= Wurzel), ent- 
ſtanden. Man fieht, daß die ſoeben beſprochene Aufgabe dasſelbe 
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iſt wie die im Anfang angedeutete Umkehrung der Potenzierung, auch 
iſt es nach dem Geſagten verſtändlich, weshalb man dieſe Umkehrung 
die Wurzelrechnung oder Radizierung genannt hat. 

Erklärung: Unter der n“” Wurzel aus a (geſchrieben 
Ya) verſteht man diejenige Sahl, welche mit n potenziert 
a als aus gerechnete Potenz ergibt. 

Die ausgerechnete Potenz a heißt der Radikandus, der ge⸗ 
gebene Exponent n der Wurzelexponent. 

Es iſt hiernach 7 81 = 3, denn es iſt 31 = 81, 

752 = 2, denn es iſt 25 32. 

Beſteht zwiſchen drei Zahlen a, b und c die Gleichung 
7b c, fo beſteht auch die Gleichung .= b. Iſt a = e, 
ſo muß auch Ve a fein. 

Bei der am häufigſten vorkommenden zweiten Wurzel pflegt man 
den Wurzelexponenten 2 nicht zu ſchreiben, ſo daß alſo Ya dasſelbe 
bedeutet wie Va, auch pflegt man ftatt „zweite Wurzel aus a“ zu 

ſagen „Quadratwurzel aus a“. 
| ähnlich fagt man zuweilen für Ya „Kubitwurzel aus a“. 
Fundamentalſätze der Radizierung. 

Lehrſatz I. Wenn man eine Wurzel mit ihrem Expo⸗ 

nenten potenziert, ſo erhält man den Radikandus. 


Behauptung: (a)“ a. 

Beweis: V a bedeutet die Zahl, die mit u potenziert a als Po» 
tenz ergibt. Bier ift Ya mit n potenziert, alſo muß a das Ergeb» 
nis fein. 

Lehrſatz II. Wenn man eine Potenz mit ihrem Erponen- 
ten radiziert, jo erhält man die Grundzahl der Potenz. 


Behauptung: an q. 
Beweis: 7 a” bedeutet die Fahl, die mit m potenziert a“ als 
Potenz ergibt, dies iſt aber a. 


8 33. Das Ausziehen der e 
aus einer Zahl. 
Das Verfahren, durch welches man für eine gegebene Sahl die⸗ 
jenige Zahl ermittelt, von welcher die gegebene das Quadrat iſt, 
nennt man das Ausziehen der Quadratwurzel aus der gegebenen Sahl. 


n 
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Es iſt 1121 8 
10 100 
100?= 10000 


1000°= 1000000 ufw. 
Demnach iſt umgekehrt 7/1 = 1 
7100 = 10 
710000 = 100 
71000 000 = 1000 ufw. 


Da 100 die kleinſte dreiziffrige Sahl iſt und 10 die Lleinfte 
zweiziffrige Zahl, fo folgt hieraus, daß die Quadratwurzel aus einer 
einziffrigen oder zweiziffrigen Zahl einziffrig fein muß. Da 10000 
die kleinſte fünfziffrige Zahl iſt und 100 die kleinste dreiziffrige Sahl, 
ſo folgt weiter, daß die Quadratwurzel aus einer drei⸗ oder vier⸗ 
ziffrigen Zahl zweiziffrig ſein muß. In dieſer Weiſe kann man weiter 
ſchließen. 

Teilt man alſo die Sahl, aus welcher die Quadratwurzel gezogen 
werden ſoll, von rechts nach links in Gruppen von je zwei Siffern, 
wobei es vorkommen kann, daß in der letzten Gruppe links nur eine 
Ziffer zu ſtehen kommt, fo gibt die Anzahl der Gruppen die Anzahl 
der Siffern der geſuchten Wurzel an. 

Iſt die Quadratwurzel aus 119025 zu ziehen, ſo finden wir nach 
der Einteilung in Gruppen 119025, daß das Ergebnis dreiziffrig 


ſein muß. Wir können alſo 


Yı19025=a+tb+c 
ſetzen, wenn wir unter a eine dreiziffrige Sahl mit 2 Nullen am Ende, 


unter b eine zweiziffrige Zahl mit einer Null und unter c eine ein- 
ziffrige Sahl verſtehen. Es iſt dann 


119025 = a?+2ab+b?+2(a+b)c+ ec”. 


Da a? eine Zahl mit vier Nullen am Ende fein muß, fo muß das 
Quadrat der von Null verſchiedenen Ziffer der Sahl a das größte 
Quadrat fein, das kleiner als 11 iſt. Man findet daher 90 000 = a? 
und a= 300. Subtrahiert man die Gleichung 90000 = a? von 
der obigen Gleichung, ſo bleibt 


29025 =2ab+b?+2(a+b)c -+ c*. 
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Es muß demnach 
2ab< 29025 fein, oder, wenn man für 


a den ſoeben gefundenen Wert einſetzt: . 
6005 < 29025, 0 
b< 29025 : 600, 


225 
b 48 600 


Da b eine zweiziffrige Sahl mit einer Null am Ende fein muß, 
fo ſetzt man b = 40. Nun bildet man 
2ab + b?= 24000 + 1600 = 25 600 


und ſubtrahiert dieſe Gleichung von der zuletzt erhaltenen. 

29025 =2ab +b?+2(a+b)c+c 
25600 = 2ab + b 

3425 — 2(a+b)c+c. 

Es muß demnach 
2 (a ＋ b) e 3425 fein, oder 
680 ce < 3425, und c< 3425: 680, 
25 
0 580 


W —— WEEZE EN e 


Mithin kann c = 5 fein. 

Nun bildet man 2 (a ＋ b) e c* 3425, und es bleibt, wenn 
man dies von der zuletzt erhaltenen Gleichung ſubtrahiert, kein Reft. 
Es iſt demnach 7119 025 = 345. Erhebt man, um die Probe zu 
machen, 545 in das Quadrat, fo findet man auch richtig 119025. 

Der Überſicht halber ſei das Vorhergehende noch einmal kürzer 


dargeſtellt. 
30040 5 


711090025 a be 
119025 = a ＋ 2ab ＋ i ＋ 2 (a r) e＋ c 


90000 a’ 
29025 — 2ab+b?+2(a-+b)c+cH2ab< 29025 
25 600 2ab + b b 4850 
34125 — 2(a+b)c+cH2(a+b)e<3425 


! 25 
3425 = 2 (a ＋ ) ee e<5 680 


SER Te N een 
* Ni 
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Läßt man die überflüſſigen Nullen und die Formeln fort und 
ſchreibt die Diviſoren vor die Sahl, die man durch Subtraktion er⸗ 
hält, jo bekommt man für das Ausziehen der Quadratwurzel folgen- 


des Schema: 71190025 — 345 
9 


6) 290 
28 
68) 34215 
3425 


Beiſpiele: 1. 6.70081 = 259. 2. 5,9049 — 2,43. 
4 4 


4) 270 4) 1900 
. A 

50) 4581 48) 144|9 
8 1449 


; Berechnet man die Quadratwurzel im Beiſpiel 1. ebenſo aus⸗ 
flührlich wie die vorhergehende Quadratwurzel, jo findet man 

b 27081400 — 67400 
; Hieraus findet man zunächſt b = 60. Die weitere Rechnung 
zeigt, daß dieſer Wert zu groß iſt. Man muß daher, weil bam 
Ende eine Null beſitzen muß, ſofort b = 50 ſetzen. 


* 

Er 
* 

40 


§ 354. Dritte Erweiterung des Sahlengebietes. 
Die irrationalen Sahlen. 


Es ſoll die Quadratwurzel aus der Sahl 7 ausgezogen werden. 
man findet V = 2.6457. 
i dr 
f 4) 300 
276 
Bi 52) 2400 
. 209 6 

N 528) 304000 

2642 5 
5290) 397500 
37034 9 
52914) 2715 1000 

ANUG 120: Crantz, Arithmetik u. Algebra l., 8. Aufl. 6 
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Bald erkennt man, daß die Quadratwurzelausziehung niemals ein 
Ende nehmen wird. Würde die Rechnung an einer Stelle ein Ende er⸗ 
reichen, ſo müßte der erhaltene Dezimalbruch mit ſich ſelbſt multipliziert 
die ganze Sahl 7 ergeben, und dies iſt nicht möglich. Die Wurzel iſt alſo 
ein unendlicher Dezimalbruch. Dieſer Dezimalbruch kann auch nicht 
periodiſch ſein, d. h. es können ſich auch nicht von irgendeiner Stelle an 
die Ziffern in beſtimmter Folge wiederholen. Wäre dies nämlich der 
Fall, ſo könnte der unendliche Dezimalbruch durch einen gewöhnlichen 
Bruch dargeſtellt werden (vgl. 8 18), und dann müßte dieſer Bruch, in 


das Quadrat erhoben, die ganze Sahl 7 ergeben. Wir haben es alſo 


in unſerem Falle mit einem unendlichen, nicht periodiſchen Dezimal⸗ 
bruche zu tun, der ſich durch keinen gewöhnlichen Bruch darſtellen läßt, 
alſo mit einer ganz neuen Sahlenart. Dieſe neuen Sahlen, auf welche 
man immer kommt, wenn man die Wurzel aus einer Sahl auszuziehen 
hat, die keine Potenz iſt, deren Exponent ein Vielfaches des Wurzel⸗ 


erponenten iſt, nennt man irrationale Sahlen, 3. B. 717, 771. 

Eine irrationale Sahl iſt alſo ein unendlicher, nicht 
periodiſcher Dezimalbruch. Sie läßt ſich daher niemals genau, 
wohl aber mit jeder gewünſchten Genauigkeit angeben. 

Die ganzen Zahlen und die Brüche nennt man, im Gegenſatz zu 
den irrationalen Zahlen, rationale Sahlen. 

Bemerkung. Nimmt man für 177 den Wert bis zur erſten Dezimal⸗ 
„tele, ſetzt alſo Y7 = 2,6, und erhebt dann 2,6 in das Quadrat, fo findet 
man 6,76. Benutzt man zwei Dezimalſtellen, ſetzt alſo Y7 = 2.64, fo findet 
man durch Quadrieren dieſer Zahl 6,9696. Hat man Y7 = 2,645 genommen, 


fo erhält man durch Quadrieren 6,9956025 Bricht man alſo das Ausziehen 
der Guadratwurzel an einer beſtimmten Stelle ab, fo gibt die dann für 


7 erhaltene Zahl zwar den genauen Wert der Wurzel nicht an, nähert 
ſich aber dieſem Werte mit um ſo größerer Genauigkeit, je mehr Dezimal⸗ 
ſtellen man berechnet hat. Man nennt daher jede in dieſer Weiſe für die 
Wurzel gefundene Zahl einen Näherungswert der Wurzel. N 


§ 35. Die Radizierung einer Potenz. 
Potenzen mit gebrochenen Exponenten. 


1. mit Benutzung der Brüche iſt es möglich, jede Sahl in ein 
Produkt zu verwandeln, deſſen einen Faktor man beliebig wählen 
kann. So iſt a 5 b. Hierdurch findet man den 


Lehrſatz über die Radizierung einer potenz. Statt eine potenz 
zu radizieren, darf man ihren Exponenten durch den 
Wurzelexponenten dividieren. 


’ 
| 
: 

| 


* 1 * 
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ck. 2. 
Behauptung: /a? = a“. 
7 
Beweis: Es iſt 5% en * N 6 209, III) = a” 


(8 32, £ehrf. II). 


Die Anwendung dieſes Lehrſatzes führt nur in den Fällen, wo p 


| durch n ohne Reft teilbar iſt, auf eine Größe, die nach den bisherigen 
Heſtſtellungen brauchbar iſt. 


abb al; 7ais a). 


f Geht die Diviſion nicht auf, ſo kommt man auf eine Potenz, deren 
Exponent ein Bruch iſt, eine Bruchpotenz, mit der man nach der Er- 


klärung der Potenz keinen Sinn verbinden kann. Man hat aber, um 


dem obigen Satz über die Radizierung einer Potenz ausnahmsloſe 
Gültigkeit zu verſchaffen, die Bruchpotenz beibehalten und verſteht 


darunter nur eine andere Schreibweiſe für die Wurzel. 
Mit einem Bruch potenzieren heißt alſo die Grund: 


zahl mit dem Sähler potenzieren und die erhaltene Potenz 
mit dem Nenner radizieren. 


„ 
a® Ko: 4 Var. 


Mit den Bruchpotenzen kann man nach den Regeln rechnen, die 


für die einfachen Potenzen gelten. Den Nachweis dafür, daß dies 


geſtattet iſt, kann man führen, indem man die Potenzen durch die 
Wurzeln erſetzt. 

2. Aus der Gleichwertigkeit einer Wurzel und einer Bruchpotenz 
folgt der für die Wurzelrechnung wichtige 


Lehrſatz. Der Wert einer Wurzel ändert ſich nicht, wenn 


man den Exponenten der Wurzel und den Exponenten des 
Radikandus mit derſelben Sahl multipliziert oder durch 
dieſelbe Sahl dividiert. 


Behauptung: Ya? = Jabs. 
1 at 1 
Beweis: Vor = a" = a”? (5 18 Lehrſ. 1) = ass. 
Beiſpiele: 1. /a. Vas Val. 3. 7/5/55. 
2. Val a. 4.3/8 2. 
6 * 
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5 36. Das Radizieren von produkten und Auotienten. 


Für die Radizierung einer Summe oder einer Differenz gibt es 


keine einfachen Sätze, wie es auch über die Potenzierung dieſer Größen 


keine gab (8 30, III. 
J. Lehrſatz über die Radizierung eines Produktes. Statt ein 
Produkt zu radizieren, darf man die Faktoren einzeln ra⸗ 


dizieren und die erhaltenen Wurzeln miteinander multi⸗ 


pliz ieren. 5 
Behauptung: /ab = Va · Vb. | 
Beweis: Setzt man 7a = « und Vb= ß, dann ift a = a“ 


und b = ß”. Aus dieſen beiden Gleichungen folgt durch Multiplita- 
tion nach § 5 Me die Gleichung ab = 6“ und nach 8 50, 1 


ab = (a - 6)*. Hierfür kann man aber ſchreiben 
ab u ß. 
Setzt man für « und ß ihre Werte ein, jo folgt die Behauptung. 
Anwendungen dieſes Satzes: 
1. Steht unter einer Wurzel ein Produkt von Potenzen, deren 


Exponenten gleich dem Wurzelexponenten oder ganze Vielfache des⸗ 


ſelben ſind, ſo kann man die Wurzel ziehen, ohne das Produkt zu bilden. 
72⁵ 56 = 5. 6 = 50. 7/8 125 2.5 = 10. 


2. Steht unter der Wurzel eine Sahl, die ſich fo in Faktoren zer⸗ 


legen läßt, daß der eine Faktor eine Potenz iſt, deren Exponent gleich 
dem Wurzelexponenten oder einem ganzen Vielfachen desſelben iſt, 
ſo kann man die Wurzel in ein Produkt verwandeln, deſſen einer 
Faktor rational iſt. | 


750 025 2 = 725 2 5 2 
781 2777 5 = V7. /s = 5 /. 


2. Steht unter der Wurzel eine Potenz, deren Exponent größer ö 


iſt als der Wurzelexponent, ſo kann man ſtets einen Faktor vor die 
Wurzel ſetzen. 14 Var i 40/45 


/a = Vais. ab a, Va; Jai bis = abe al bö. 


II. Lehrſatz über die Radizierung eines Bruches. Statt einen 
Bruch zu radizieren, darf man Sähler und Nenner einzeln 
radizieren und die erhaltenen Wurzeln durcheinander divi⸗ 


dieren. 


"7 55 N een hene 1 enen. 5 enn eng 


8 36. Radizierung von 0 a n und Quotienten 81 


( 


Behauptung: Va Ya 
75 


| Beweis: Setzt man /a = und /b 8, dann iſt a = 
und b = 67. Aus dieſen beiden Gleichungen folgt durch Diviſion nach 


8 3, Vd die Gleichung 5 = 15 und nach § 30, 15 == 160 Hier⸗ 


1 für kann man aber ſchreiben We 55 15 Setzt man nun für a und g 


ihre Werte ein, ſo folgt die Behauptung. 


Anwendungen dieſes Satzes: 
1. Einfachſte Radizierung eines Bruches. 
e 

| Bun Ve 2 in 

2. Steht unter dem Wurzelzeichen ein Bruch, fo kann 
man ſtets die Wurzel ſo umformen, daß der Bruch unter 
dem Wurzelzeichen verſchwindet, indem man den Radikandus 
ſoo erweitert, daß 10 die 17 aus dem 0 705 ziehen läßt. 


7 
775 — 5 5, % 16 4 . 
Mr 45 5 /a®b® 1 
| F sv. 5 
5 Bemerkung: Die Beiſpiele dieſes de machen es ver⸗ 
ſtändlich, daß man auch einen Faktor, der vor einer Wurzel ſteht, als 
Faktor unter die Wurzel ſetzen kann. Man hat dann nur den Exponenten 
des Faktors vorher mit dem Wurzelexponenten zu multiplizieren. 


a Ve Jan a % Jen 2% Jer 5 - Yan 


a 4 BEN * /a®b3 a5 
bs a V bas 14 
1 . 1 
3% %, 3% %. 
$ 57. Die Addition und Subtraktion von Wurzeln. 
1 Wurzeln können nur dann durch Addition oder Subtraktion zu 
einer Wurzel zuſammengefaßt werden, wenn fie im Radikandus und 
4 im Wurzelexponenten übereinjtimmen, So ift Va- + Ya’ nicht weiter 
zu vereinfachen, aber es ift Va. Va 2 Var. 


1 
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Zuweilen laſſen ſich Wurzeln, deren Radikanden verſchieden ſind, 
nach Umformungen, wie ſie im vorigen Paragraphen angegeben ſind, 
noch addieren. So iſt 


750 ＋ 798 ＋ 4/18 = 570/24 72 JT 12/2 24/2. 
Valbi . V arb a Vabꝭ E abVYab’=(a-+ db abs. 
Weitere Beiſpiele: 


2 r 7 
11:0 11 5 +3 Vs! e V 5 56. 
2. 3 / abb. + V/ abs „ Vaub Tab ab. 
4 1 7 zer LT 
35 7 % . 2 1 Eb 5 34 Vab. 
ab 9 5 a! 6 4/a: — N 
. 55 / a 75 - V ven | 


838. Die Multiplitation, Divijion und Potenzierung 
von Wurzeln. 


1. Die Umkehrungen der beiden in § 36 bee Lehrſätze 1 
lauten Mi 


7a. b ed an f- % 


a 
Dieſe beiden Umkehrungen lehren, daß man Wurzeln nur dann | | 
f 
| 
| 


— Ze ea en 2 — re 
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multiplizieren oder dividieren kann, wenn ſie im Exponenten über⸗ 
einſtimmen. f 
Lehrſatz über die Multiplikation und Divifion der Wurzeln. 
Statt Wurzeln mit demſelben Exponenten zu multipli⸗ 
zieren (dividieren), kann man die Wurzel aus dem Pro- 
dukt (Quotienten) der Radikanden ziehen. 4 
Beiſpiele: YVarb: Yard’ — 1 7 d Ya N 
Valb' N 9 
N A ziacne b°. 
ash. a. v@R 
Huch die Multiplikation und Diviſion zweier beliebigen 
Wurzeln iſt möglich, nicht nur zweier Wurzeln mit demſelben Er: 
ponenten, denn man kann nach $ 35,2 ſtets zwei Wurzeln auf den⸗ 


felben Exponenten bringen. Man wählt zu dieſem Exponenten das 
kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache der gegebenen Wurzelexponenten. 4 


| 
| 
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58. multi 38. Multiplikation, Divijion und a ee von Wurzeln 85 
Beiſpiele. 


1. Ya e Ya e -'Vat -- 4 Vi, 

2. a Var. Vas 97 4¹⁰ 5 . % 30 N an 5 /a. 
Va? 37 4¹⁰ PER 

3. — = —— 
Vo 177 5 Va 

N 72 — 7108. 
2. Aus dem foeben beſprochenen Cehrſatze folgt 


N Va . Va . 7 a... (p Faktoren) = Va aa. a a (p Faktoren), 
oder 1 
(a). = 'Yar. 


In dieſer Formel iſt enthalten der 


Lehrſatz über die Potenzierung einer Wurzel. Statt eine 
Wurzel zu potenzieren, darf man den Radikandus poten⸗ 
zieren. 


Beiſpiele: ( a) e 
(v5) = 5. 

Auf der linken Seite der Behauptung unſeres Lehrſatzes ift die 
Sahl a zuerſt mit n radiziert und das Ergebnis dann mit p poten- 
ziert, auf der rechten Seite iſt aber zuerſt a mit p potenziert und 
dann aus dem Ergebnis die nte Wurzel gezogen. Man erkennt hier⸗ 
aus, daß, falls die Aufgabe geſtellt ift, eine Zahl mit einer zweiten 
zu potenzieren und mit einer dritten zu radizieren, es gleichgültig 
iſt, in welcher Folge man dies tut. 

7125 = 52 25; / 52 2 16, 


§ 39. Die Radizierung einer Wurzel. 
Lehrſatz über die Radizierung einer Wurzel. Statt eine 


Wurzel zu radizieren, darf man ihren Exponenten mit dem 
anderen Exponenten multiplizieren. 

Behauptung: } Va= "Ya. 

Beweis: Beide Seiten der Behauptung ergeben mit n poten- 
ziert /a. 


Freenet TR e 
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84 II. Die Potenzierung und ihre Umkehrungen. Quadratifche Ble ange 
Beiſpiele: 1. Va ab 
dr Nan an = at. 
5. Va’ya‘ se Va ali. 


Die Umkehrung dieſes Lehrſatzes lautet: Statt mit einem 


Produkt zu radizieren, darf man mit den einzelnen Fak⸗ 
toren nacheinander in beliebiger Folge radizieren. 


eee 8 

Behauptung: "Va a 2 100 Va. 

Auf Grund dieſer Umkehrung kann man aus einer Sahl die vierte, 
achte uſw. Wurzel ziehen, wenn man die Quadratwurzel ziehen kann. 
Soll man nämlich aus einer Sahl die vierte Wurzel ziehen, ſo zieht 
man zunächſt die Quadratwurzel aus derſelben und dann aus dem 
gefundenen Reſultat noch einmal die Quadratwurzel. N 


Beiſpiel: Y3 41088 01 = 718049 — 43. 
1 16 


2) an. 8) 2419 
224 249 
36) 1788 
14516 
568) 33 201 
33201 


$ 40. Das Rationalmachen des Renners. 


Da es beim Rechnen Schwierigkeiten bereitet, wenn ein Diviſor 
eine irrationale Sahl iſt, ſo iſt es von Wichtigkeit, daß man irra⸗ 
tionale Zahlen, die im Nenner von Brüchen auftreten, aus dieſen 
Nennern fortſchafft. Es iſt dies ſtets möglich durch paſſendes Er⸗ 
weitern des Bruches. 

Iſt der Nenner eine einfache Irrationszahl, alſo eine Zahl von 


der Form Ver, jo erweitert man den Bruch mit 7 al; wobei q fo 
zu wählen iſt, daß p + q durch n ohne Reſt teilbar iſt. 


u 5 77 g 12 . ein 100 272.7 


5? “zei Au, ba a LEE 
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$ 41. Wurzelrechnung mit algebraiſchen Zahlen 85 


Steht in dem Nenner eine zweigliedrige Summe, in der ein 
Summand oder beide irrationale Quadratwurzeln ſind, ſo erweitert 
man den Bruch mit der mit denſelben abſoluten Zahlen geſchriebenen 
Differenz; ſteht eine Differenz im Nenner, ſo erweitert man mit der 
eniſprechenden Summe. Die Anwendung der Formel (a + b)-(a — b) 
— a? — b? macht dann ſtets den Nenner rational. 


Beiſpiele: 
16 16V 17 10e le 3) _ 2 (yır — 


1 vırıs F To J 17 


5 5 (/½2 7 179 1 
2. 722 — 717 7 ee = y22 + 7/17. 


3 F ＋ X x) 


nr 
4. LITX -V X vı-x _WVı+x-Vi- N 2 —-2Vv1-x? 


. 2* 
r 
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841. wurzelrechnung mit algebraiſchen Zahlen. 
Vierte Erweiterung des Sahlengebietes. 
Die imaginären Sahlen. 


Rechnet man mit algebraiſchen Sahlen, fo iſt 7/49 nicht nur 
gleich 7, ſondern fie kann + 7 oder — 7 fein, denn ſowohl + 7 


wie — 7 geben in das Quadrat erhoben 49 als ausgerechnete Potenz. 


Eine Quadratwurzel iſt alſo doppeldeutig, ihr Wert kann 
ſowohl poſitiv wie negativ ſein. 
Iſt der Radikandus einer Quadratwurzel eine algebraiſche Sahl, 


ſo iſt für den Fall eines poſitiven Radikandus der Wert derſelbe 


wie für den entſprechenden abſoluten Radikandus. Es iſt Y+ 121 


11. 


wenn aber der Radikandus der Quadratwurzel eine negative 


. Zahl iſt, fo iſt die Wurzelaufgabe unlösbar, d. h. es gibt unter allen 


bisher eingeführten Zahlen keine, welche die Forderung der Aufgabe 


erfüllt, keine, deren Quadrat eine negative Sahl iſt. Wollte man 


auch dieſe Aufgaben als lösbar behandeln, ſo war man alſo wieder 


zur Einführung einer neuen Einheit und ſomit neuer Sahlen ge⸗ 


R 


zwungen. Dieſe Einheit ſetzte man durch folgende Überlegung feſt. 


een 


86 II. Die potenzierung und ihre Umkehrungen. Quadratiſche Gleichungen 

Es iſt / 49 = (= 1)=yY49-Y-1-+7-y-1 
y-4=-y64:.-1)-+8y—-1 
y-1=+9y-1. 


Führt man nun als neue Einheit Y— 1 ein und demnach neue 
Zahlen, die nach diefer Einheit fortſchreiten, jo kann man mit hilfe 
dieſer Zahlen auch die Quadratwurzeln aus negativen Sahlen ziehen. 

Dieſe neuen Zahlen, denen man lange Seit nicht dieſelbe Be⸗ 
rechtigung zuerkannte wie den negativen Sahlen, weil man ſich nicht 
von ihnen, wie 3. B. bei den poſitiven und negativen durch Der- 
mögen und Schulden, Vorwärts- und Rüdwärtszählen, eine Vor⸗ 
ſtellung verſchaffen konnte, nennt man imaginäre Sahlen und die 
Einheit Y— 1, nach der ſie ſich aufbauen, die imaginäre Einheit. 
Dieſe imaginäre Einheit wird gewöhnlich durch 1 bezeichnet, fo daß 
die Reihe der imaginären Sahlen 

14% 2, , 4% 
geſchrieben wird. Die übrigen Sahlen, die nicht imaginären, nennt 
man im Gegenſatz zu den imaginären Sahlen reelle Sahlen. | 

Die imaginäre Einheit iſt alfo eine Sahl, welche mit 
den reellen Sahlen durch die Gleichung | 
verknüpft ift. 1 

Die aufeinanderfolgenden Potenzen von 1 ſind 1 1, 1 = i, 
11 1, i- i (die man findet, wenn man die Gleichung 
:= — 1 mit der Gleichung 11 i multipliziert), = —-?=+1. 
Da nun !“ denfelben Wert hat wie 1“, fo folgt, daß ib denſelben 
Wert haben muß wie 1 uſw. Sämtliche Potenzen von ! laſſen fid 
alſo auf die vier Grundformen 
zurückführen. ee e N 

Die Zurückführung geſchieht folgendermaßen. Man dividiert den 
Exponenten der gegebenen Potenz durch 4 und ermittelt den Reft. 
Potenziert man nun i mit dem erhaltenen Reſt, fo iſt der Wert dieſer 
Potenz von i gleich dem der gegebenen Potenz. 9 

1 0 i 1; 1. i I % i. 

Bezeichnet man die reelle Zahl allgemein durch a und die imas 


ginäre Sahl durch bi, wobei ö den reellen Beſtandteil der imaginären 
Zahl Di bedeutet, fo umfaßt die Summe 3 


aq ＋ bi 


$ 41. Imaginäre und komplexe Sahlen 87 
das geſamte Sahlengebiet. Man nennt daher dieſe Summe eine Tom» 
plexe Sahl (complecti = zuſammenfaſſen). 

Zwei komplexe Sahlen, die ſich nur durch das Vorzeichen vor 
dem imaginären Teil unterſcheiden, alſo zwei Zahlen wie 
a ＋ bi und a — bi, 
heißen konjugiert komplexe Zahlen (conjugare = zuſammen⸗ 
koppeln). 
Mit dieſen komplexen Zahlen rechnet man wie mit gewöhnlichen 
Zahlen. 


1. Addition und Subtraktion: (3 7 40 + (7 f 50 2 10 + 91 
8 + 31 — 6 - 20 3 ＋ 51 
(5 ＋ 6) ＋ (6 - 650 2 10 
178) - (7 - 8) 161. 

Zu bemerken iſt hierbei, daß die Addition konjugiert komplexer 


Zahlen auf eine rein reelle Zahl führt und ihre Subtraktion auf 
eine rein imaginäre Sahl. 


II. Multiplikation: 

(5 ＋ 7) (3 ＋ 2) 15 + 211 5 101 7 147? 
15 ＋ 311 — 14 (da 112 — 1) 
= 1 ＋ 5311. 

(3+4)-3—-4)= 9 — 161 

9 ＋ 16 = 25. 

Zu bemerken iſt hier, daß die Multiplikation zweier konjugiert 
komplexen Zahlen (a + bi) (a — bi) auf eine reelle Sahl a’ + b: 


führt, die gleich der Summe der Quadrate der reellen Beſtandteile 
derſelben iſt. Man nennt a?-+ 5? die Norm der komplexen Sahl. 
III. Divifion: Die Diviſion zweier komplexen Zahlen führt man 
in der Weiſe aus, daß man ſich die Diviſionsaufgabe in Bruchform 
geſchrieben denkt und dann den Bruch mit derjenigen Sahl erweitert, 
welche der im Nenner ſtehenden konjugiert iſt. 
Hierdurch wird der Diviſor ſtets zu einer reellen Sahl. 
5741 (+41) 2-3) 104811511215 
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58 42. Anhang zur Wurzellehre. 


J. Die Radizierung macht es möglich, jede Sahl als eine Potenz 
mit beliebigem Exponenten darzuſtellen. So iſt er 
a (c (Va) - 
(Va) 
— 5 — 5 
ve-(VVa) (ai) 
Da man demnach jede Sahl als ein Quadrat darſtellen kann, ſo 
kann man auch jede Differenz als eine Differenz von Quadraten dar- 


ſtellen und demnach nach der Formel a? — b’ = (a+b)(a-b)n. 


ein Produkt verwandeln. Beiſpiele: 


JJV 
V = Vd. 
2. /a - /b = a): (Vo) 
AR 78 
= ) Vb) | 
II. Die Einführung der imaginären Sahlen macht es möglich, 
jede Summe in eine Differenz zu verwandeln, da+1= i; iſt. 
Man kann daher auch Summen in Faktoren zerlegen. 
a? b = u 1b = (a ＋ ib) (a - ib) 15 
a bd = (Va T iVb) (Va- iVb). 
845. Gleichungen, in denen Wurzeln vorkommen. ö 
Der Weg zur Cöſung einer Gleichung iſt nach den Auseinander- 
ſetzungen im erſten Abſchnitt kurz folgender. Nenner, die in der 
Gleichung vorkommen, werden durch Multiplikation der Gleichung 
mit dem kleinſten gemeinſchaftlichen Vielfachen dieſer Nenner fort 
geſchafft ($ 22). Etwa vorhandene Klammern werden aufgelöſt | 
(S 10, 8 12, 8 15). Hierauf werden die Glieder, welche die Un⸗ 1 
bekannte enthalten, auf die eine Seite, die übrigen Glieder auf die 
andere Seite geſchafft. 
Enthält eine Gleichung Wurzeln, ſo müſſen auch dieſe beſeitigt 
werden. In welcher Weiſe dies geſchieht, wird am beſten an den 
folgenden Beiſpielen klar werden. 


Beiſpiel 1. / ) GC 2) T4 = x. 
Man iſoliert zunächſt die Wurzel, indem man 4 auf die rechte Seite 


ſchaff. V 7) NN 2) x 4. 


8 45. Gleichungen, in denen Wurzeln vorkommen 89 


Nun erhebt man die Gleichung in das Quadrat, d. h. man 
potenziert beide Seiten mit 2. Daß man hierdurch wieder eine 
richtige Gleichung erhält, folgt aus 8 3 Ve, denn man kann das 
Potenzieren dadurch erſetzt denken, daß man die vorliegende Glei⸗ 


; chung mit derſelben Gleichung YX— 7) K ＋ 2) X 4 multi⸗ 
pliziert. Man erhält 


(x 7) K ＋ 2) x- 8x ＋ 16 
x 10. 
Beiſpiel 2. / X 4 3X 5 = 9. 


Die eine der beiden Wurzeln wird auf die rechte Seite geſchafft, um 
die andere zu iſolieren. 


V3x44=-9—- VX 5. 
Darauf wird die Gleichung in das Quadrat erhoben 
n, . 
nun verfährt man wie beim Beiſpiel 1 und findet 
18 y3x—-5=- 72; V 5 =4 
3X 5 16 x = 7. 


(Man achte darauf, vor dem Quadrieren gemeinſame Faktoren beider 
Seiten der Gleichung durch Diviſion fortzuſchaffen.) 


Beiſpiel 3. | 
Vsx+9 +Y2x—-1-Yy18x+10=0. 


Man ſchafft die eine der Wurzeln auf die rechte Seite und erhebt 
dann die Gleichung in das Quadrat. 


VSX TN VX I =V ISN A 10, 
S* +9+2Y8x T Xx I 2X 1 18K 4 10, 
2 716K * ＋ 10x - 9 8x2, 
VIX ＋ IOX N = Ax 15 
16 XK ＋ 10x - 9 = 16? +8x TI; X = 5. 
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90 II. Die Potenzierung und ihre Umkehrungen. Quadratiſche Gleichungen 


Die quadratiſchen Gleichungen. 
8 44. Erklärung der quadratiſchen Gleichung. 
Cöſung einfacher Aufgaben. 

Wenn in einer Gleichung mit der Unbekannten x nach Fortſchaffung 
der Nenner und Wurzeln und nach Auflöfung der Klammern außer 
der erſten Potenz der Unbekannten auch noch die zweite Potenz der 
Unbekannten vorkommt, ſo nennt man die Gleichung eine Gleichung 
zweiten Grades oder eine quadratiſche Gleichung. So find 

(x ＋ 4) (x + 2 = 10x +5, 
e 

x Æ T 5 5 
quadratiſche Gleichungen, denn nach den oben angedeuteten Um: 
formungen erhält man aus ihnen die Gleichungen: 

x Ax ＋ 3 0 

x EX 8 = 0 

x —-7x+6=0. 

Jede quadratiſche Gleichung kann alſo auf eine Gleichung von 
der Form nx! mx + p = 0 gebracht werden, in der n, m und p 
bekannte Größen bedeuten. Dividiert man dieſe Gleichung durch den 
Koeffizienten von x', fo erhält man 


5 1 * . 5 0. 
Erſetzt man hier 17 durch a und 15 durch b, ſo erhält man als all⸗ 


gemeine Form der Gleichung zweiten Grades oder als Normalform 
der Gleichung zweiten Grades 
x' ＋ XT TS. 

Jede quadratiſche Gleichung muß zu ihrer Cöſung zunächſt auf 
dieſe Normalform gebracht werden, in welcher das Glied, welches die 
zweite Potenz der Unbekannten enthält, ſtets den Koeffizienten Eins 
beſitzen muß. Eine auf die Normalform gebrachte quadratiſche Gleichung 
nennt man auch „geordnet“. Es kommt nun darauf an, zu erklären, 
in welcher Weiſe die Cöſung der auf die Normalform gebrachten Glei⸗ 
chung erfolgt. Nach § 20 ll kann man ſetzen: 


x; — 6x+ 9 = (Xx 3) 
x ＋ 10K +25 = (x +5) 


$ 44. Die quadratiſche Gleichung 91 

Man kann auch, wenn von den drei Summanden der linken Seite 
nur die beiden erſten gegeben ſind, ſtets den dritten beſtimmen. Er 
iſt das Quadrat des halben Koeffizienten von x. So iſt für x 8x 
das dieſe Summe zu einem vollſtändigen Quadrat ergänzende dritte 
Glied, oder, wie man auch ſagt: die quadratiſche Ergänzung 


zu x' 8x, die Sahl (5) - 4°? = 16. Für x? ＋ 14x iſt die qua. 


dratiſche Ergänzung (9 75 49. Für x? + 5 iſt die quadra⸗ 
: N 572 25 
tiſche Ergänzung (3) 1 f 
Nach dieſen Auseinanderjegungen bietet die Löfung der quadra⸗ 

tiſchen Gleichung in der Normalform keine Schwierigkeiten mehr. 

Erſtes Beiſpiel: | 

Iſt x? 12x + 11 = 0 gegeben, fo fügt man nach dem zweiten 
Gliede die quadratifche Ergänzung + 36 ein und macht den ent: 
ſtandenen Fehler ſofort dadurch wieder gut, daß man hinterher auch 

noch — 36 einſchaltet. Man erhält auf dieſe Weiſe 
| x — 12x +36 —36-+11=0, 
** 12x +36 - 25 = 0, 

( = 6): 55 0. (8 20 ll.) 

Daraus folgt nach § 20 I: 

(Xx 6 5) (, - 6 ＋ 5) = O, 
(x — 11) (Xx - 1) = 0. 

Beachtet man nun, daß, wenn ein Produkt gleich Null iſt, jeder 

Faktor gleich Null ſein darf, ſo findet man entweder 
x 110, alſo x = 11, 
oder x - 10, alſo x =I. 

Wie man ſich leicht durch Probieren überzeugen kann, ſind beide 
Werte brauchbar. Die quadratiſche Gleichung liefert ſtets zwei Werte 
für die Unbekannte, die man durch x, (x eins) und x, (x zwei) zu 
bezeichnen pflegt. In unſerem Falle iſt alſo x. 11 und x = 1. 
weites Beiſpiel: X —- 10x ＋ 21 = 0, 

2 10x +25 — 25 ＋ 21 = 0, 

x * 10x ＋ 25 - 4 = O, 

1 5) — 2 0, 

(x — 5 — 2) (X -5+29)=0, 
(x 7) (x 3) = 0. xi = 7; xz 3. 


e e 
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92 II. Die Potenzierung und ihre Umkehrungen. Quadratifche Gleichungen | = 


Drittes Beiſpiel: x' Tx T 10 = 0, 
* T TT 


69.00 


(x +55) ( net 2 2) 0 * 27 K Bm 


Es kann nun leicht e daß nach Einſchaltung der qua⸗ 1 
dratiſchen Ergänzung und Suſammenfaſſung der drei erſten Sum: 


manden zu einem Quadrat das übrig bleibende Glied kein voll⸗ 


ſtändiges Quadrat iſt. Iſt z. B. die vorgelegte Gleichung 


2 | 0 
ſo findet man , ne 


x: 8X ＋ 16 — 16 7 10 = 0, 
(Xx — 4) — 62 0. 


Man hat daher keine Differenz zweier Quadrate, kann alſo die 
linke Seite zunächſt nicht in ein Produkt verwandeln. Bedenkt man 


aber, daß (Ya)’ = a iſt ($ 42), jo kann man auch ſtatt 6 ſchreiben 


(6)". 


Man erhält dadurch ftatt der obigen Gleichung 
(x — 4) (/) 0, 
( —4—- 6) x —-4+Y6)=0, 
xð1 4 ＋ 6; „ = 4 — Ve. 


Weiter pflegt man die Werte für die beiden Wurzeln der Glei⸗ u 
chung nicht umzuformen. Man berechnet alfo nicht 7 6, ſolange 
es ſich nur darum handelt, die Gleichung zu löſen. Nur mit den 


Werten für x, und x%,, wie fie oben ſtehen, kann man auch die 
Probe machen. Etwas anderes iſt es, wenn es ſich darum handelt, 
die Wurzelwerte praktiſch zu verwerten. Man würde dann, wenn 


man z. B. die Werte von x bis auf vier Dezimalſtellen beftimmen | 


ſollte, 76 = 2,4495 ſetzen und dadurch erhalten 
. = 6,4495; X. — 1,5508. 


Es 2 > 
nz * 22 * D 5 8 
TT 8 
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$ $ 45. Allgemeine Cöſung der quadratiſchen Gleichung 95 
845. Allgemeine Cöſung der Hormalform 
der quadratiſchen Gleichung. 
Die Normalform der quadratiſchen Gleichung war 
x ＋ aKx h. 


Die quadratiſche Ergänzung iſt 255 Wenn man dieſe in die linke 
Seite der Gleichung einfügt, fo erhalt man 


* ax TE 2 7150, 


6 0 9e 


hierfür kann man nach 8 42, I 15 8 5 


679 — (57 5) 0 


Nun kann man die linke Seite in ein Produkt verwandeln und 
bekommt dadurch die Gleichung 


(+ , F 


Dieſe Gleichung liefert, wenn man die Faktoren der linken Seite ein⸗ 
zeln gleich Null ſetzt, 


2 . 
Bu , 
Beide Wurzeln kann man zuſammenfaſſen durch die Gleichung 


ð N 


Es iſt alſo die Wurzel einer geordneten quadratiſchen Glei⸗ 
chung gleich dem halben Koeffizienten von x mit entgegengeſetztem 
Vorzeichen, vermehrt oder vermindert um die Quadratwurzel aus 


dem Quadrat dieſes halben Koeffizienten und dem von x freien 
Gliede ebenfalls mit entgegengeſetztem Vorzeichen. 


Prägt man ſich dieſes ein, ſo kann man, ſowie die quadratiſche 


Gleichung auf die Normalform gebracht iſt, die Wurzeln ohne 
weiteres niederſchreiben. 


Aus der Gleichung X — 14x . 40 0 folgt ſofort X - ＋ 7 
e 40. x1 = 10 und X = 4. 


Beeiſpiele: 
X*ũ ＋ 1 5x-+2 10x—5 5 1 
, Harn 
ANUG 120: Crank, Arithmetik u. Algebra I., 8. Aufl. 7 
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94 Il. Die potenzierung und ihre Umkehrungen. Quadratiſche Gleichungen n 


2.y2x+5+yXA-6=-3. ij = 22, x = 10. 
3. VZx S - KX 5 = r = 5. x, 4, X. 6. 


Macht man bei Gleichungen, welche Quadratwurzeln enthalten, 
die Probe, ſo muß man ſtets beachten, daß die Quadratwurzel aus 


einer Zahl ſowohl poſitiv wie negativ fein kann ($ 41). 


4. 1 1 4 ,,, a 

5. (2X ＋ 3) ( — 2) - X — 5) 21; ( = A, x, = — 13). 
6. ( ＋ 3) ＋ ( ＋ 4) 5 ( = 2, x = 5). 

7. 2 K 4 A 9 * 3 K- 7, * 5). 

1 8 _: 7 57. (* 11, * 3). 

„ 242 1 ( 202 4-3). 


"2x+4 5x+10 3x 3* 65 


5x—2 4x-+47 5x+8 2 
10. Z , Da 0; (X, = 60, * J). 


§ 46. Die Beziehungen zwiſchen der Normalform 
der quadratiſchen Gleichung und ihren Wurzeln. 
Wenn man die beiden im vorigen Paragraphen ermittelten Wurzeln 
der geordneten quadratiſchen Gleichung addiert, ſo findet man 


xi ＋ x: a. 


d. h. in jeder geordneten quadratiſchen Gleichung iſt die 


Summe der Wurzeln gleich dem Koeffizienten vonx mit ent: 
gegengeſetztem Vorzeichen. 
Multipliziert man die beiden Gleichungen für die Wurzeln nach 
8 15 Formel III, jo erhält man 
xi %=b, 


d. h. in jeder geordneten quadratiſchen Gleichung it das 


Produkt der Wurzeln gleich dem dritten Gliede mit dem⸗ 
ſelben Vorzeichen. 


Dieſe beiden Sätze ermöglichen es, ſofort die Gleichung aufzuftellenn e 


deren Wurzeln gegeben find. 


Soll man die Gleichung aufftellen, deren Wurzel + 5 und + 7 g 
find, fo bildet man xi + = =+12und%—=+55. Daher lautet 3 


die Gleichung 12K 35 0 


Die Gleichung, deren 1 + 4 und — 10 find, heißt 
2 ＋ 6X 40 = 0. 
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$ 47. Die Funktion / = fa Tb und ihre graphiſche 
Darſtellung. 

Setzt man die linke Seite einer auf die Normalform gebrachten 

quadratiſchen Gleichung gleich y, jo erhält man die Gleichung 
= x' ax A h. 

Dieſe Gleichung ſtellt wieder eine Beziehung zwiſchen x und y 
dar. Betrachtet man x als die unabhängig veränderliche und y als 
die abhängig Deränderliche oder die Funktion von x, fo kann man 
in ähnlicher Weiſe, wie es im § 25 für die Gleichung von der Form 
= dx b geſchah, ſich von der Abhängigkeit des y von dem x 
ein Bild verſchaffen. Aus der Gleichung 

y = xX dx ＋ ö 
2 a? a’ 
folgt e e e 


EN (6-9) 
Gibt man dem x den Wert — 2 für welchen (x + 2) — 0 


wird, jo wird für dieſen Wert von x die veränderliche y den kleinſten 
unter allen für ſie möglichen Werten annehmen. 
Seibt man nun dem x einen Wert, der um c größer oder kleiner 


als — 2 iſt, ſetzt alſo x — 2 + c, fo wird in beiden Fällen 
2 

(x + 5) - (- 5 ich 5) (o' = c'. Beide Werte für x 

liefern alſo denſelben Wert für y, und dieſer Wert für y wächſt mit 

wachſendem c. Die Linie, welche man erhält, wenn man die durch 

zuſammengehörende Werte von x und y beſtimmten Punkte verbindet, 

wird aljo ſymmetriſch liegen zu der Parallelen zur Ordinatenachſe 


durch den punkt x — — z und wird in dieſer Parallelen ihren tiefſten 


Punkt beſitzen. 
Über die Cage dieſes tiefſten Punktes, welchem der kleinſte Wert 


des y entſpricht, entſcheidet der zweite Klammerausdruck (€ — 5). 
Man hat dabei drei Fälle zu unterſcheiden. 

Fall 1. 3 b iſt poſitiv. Der tiefſte Punkt liegt, da für 
x = — 5 die Funktion y einen negativen Wert erhält, unterhalb der 


| Kbſziſſenachſe. Die Kurve muß demnach die Abfzifjenachje durchſchneiden. 
1 


u eh e ee ee i N e 
96 11. Die potenzierung und ihre Ae Quadratiſche Rate, 5 
| a? a 
Dies geſchieht, wenn (x 13 en (＋1 2 —0 ift, d. h. für die \ 


beiden gleichweit von dem e X*x = — 5 entfernten punkte, f 
die den Werten x — > + W bund x. = — 5 8 Va en 5 
entſprechen, die als wurzeln der quadratiſchen Gleichung X K 
+b= 0 in 8 40 gefunden find, f 
Wir wollen dieſen Fall an zwei Beiſpielen erklären. 
Beiſpiel 1. Es ſei y = xX G&K ＋ 8 
= (x = 5)’ — 1. 9 
Der tiefſte Punkt der Kurve gehört zu x = 3. Man erhält ein 
Bild des Verlaufs der Kurve, wenn man diejenigen Werte von y be⸗ 
ſtimmt, welche den Werten von x entſprechen, die dem Punkte x = 3 
auf beiden Seiten benachbart ſind. (Fig. 6.) f 


Tabelle. Graphiſche Darſtellung. 


e 
0|+8 
e 
2 
1 
1 4 0 
+5|+3 
+6| +8 


Beiſpiel 2. (Fig. 7) y=xX”+2x— 8 
- +1? — 4 
Der tiefſte Punkt der Kurve gehört zu dem Werte x 1 
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Tabelle. Graphiſche Darſtellung. 


Fig. 7. 


Die zu den Schnittpunkten der Kurve mit der Abſziſſenachſe ge⸗ 
hörenden Werte des x ſtellen in beiden Fällen die Wurzeln der 
quadratiſchen Gleichung dar, welche man erhält, wenn man die 

rechte Seite der unterſuchten Gleichungen gleich Null ſetzt. 


Fall II. ＋ — b iſt gleich Uull. Der tiefſte Punkt der Kurve, 


der zu x — 2 gehört, liegt auf der Abſziſſenachſe, und die Kurve 
berührt die Abſziſſenachſe in dieſem Punkte. Die beiden Schnittpunkte 
der Kurve mit der Achſe fallen alſo in einen Punkt zuſammen. Die 
der Funktion entſprechende quadratiſche Gleichung beſitzt zwei gleiche 
Wurzeln. 
Beiſpiel. (Fig. 8.) y = Xx ＋ Ax +4 
K 2) 


* e 
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Tabelle. Graphiſche Darſtellung. 


Fig. 8. 9 

gal II. 2 — b iſt negativ. Der tieſſte punkt liegt, da für 

x2 5 die Funktion einen pofitiven Wert erhält, oberhalb der / 

Hbſziſſenachſe, und die Kurve ſchneidet die Abſziſſenachſe nicht. Die 1 

Wurzeln der entſprechenden quadratiſchen Gleichung ſind in dieſem 
Falle nicht reell, ſondern komplex. 

Beiſpiel. (Fig. 9.) / = X RK 5 s 

= (x — 2% +1. 


Tabelle. Graphiſche Darſtellung. 


1 


N 
N 
| 
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Die Kurven, welche uns ein Bild von dem Derlaufe der Funk⸗ 
tion y = x' ax + b geben, find Parabeln. Alle dieſe Parabeln 
ſind, welche Werte auch a und h beſitzen mögen, einander kongruent, 
wenn die Strecke, durch welche die Einheit dargeſtellt wird, dieſelbe 
iſt. Die Werte von a und b beſtimmen lediglich die Cage der parabel. 

Die drei beſprochenen Fälle lehren nun, daß die Beſchaffenheit 
der Wurzeln der . Gleichung 2 7 ax ＋ b = O ab⸗ 


hängig iſt von dem Ausdruck J . Iſt 4 ＋ — b poſitiv, jo hat 
die quadratiſche lg zwei elle und a verſchiedene 
Wurzeln (Fall ). 2ſt — bgleich Null, fo find die Ran Wurzeln 
reell und einander gleich (Fall I). Iſt endlich = — b negativ 


(Fall II), jo beſitzt die quadratiſche Gleichung keine reellen Wurzeln, 
ſondern die beiden „ der Gleichung ſind konjugiert komplexe 
Zahlen ($ 41). 

Man nennt den Ausdruck — bdie Diskriminante der quadra⸗ 
tiſchen Gleichung. 

die Logarithmierung. 
5 48. Begriff der Logarithmierung. 
Sundamentalſätze. 

Außer der in der Wurzelrechnung behandelten Umkehrung der 
Potenzierung gibt es noch eine zweite Umkehrung dieſer Rechnungs⸗ 
art, da man, wie bereits $ 32 gejagt, bei einer Potenz die Baſis 
und den Exponenten nicht miteinander vertauſchen kann. Man 
kann die Aufgabe ſtellen, aus der ausgerechneten Potenz und der Baſis 
den Exponenten zu ermitteln. Iſt a die ausgerechnete Potenz und b 
die Baſis, fo kann man fragen: Mit welcher Sahl iſt b zu poten⸗ 
zieren, damit a als ausgerechnete Potenz herauskommt? Dieſen 
geſuchten Exponenten deutet man ſymboliſch an durch log a, geſprochen 
„Logarithmus von a für die Baſis 6“. 

Erklärung: Unter dem Cogarithmus von a für die 
Baſis b verſteht man diejenige Sahl, mit welcher man b zu 
potenzieren hat, um aals ausgerechnete potenz zu erhalten. 

Die ausgerechnete Potenz a heißt der Numerus, die gegebene 


HSrundzahl die Baſis. 


Es iſt leicht, den Logarithmus, d. h. den geſuchten Exponenten 
zu beſtimmen, wenn Numerus und Baſis als Potenzen derſelben 
Grundzahl gegeben find. So iſt 
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log a’ 2, denn es iſt (a)? — a 


x 


Pe Nan 
log a* = 57 denn es iſt (a))“ 4 


x 
. K 


Das zweite Beiſpiel macht es klar, daß man, um den Logarith⸗ 


mus zu finden, falls Numerus und Baſis Potenzen derſelben Grund⸗ 
zahl ſind, nur den Exponenten des Numerus durch den Exponenten 
der Baſis zu dividieren braucht. Der erhaltene Quotient iſt dann 


der geſuchte Cogarithmus. Es ſtellt alſo der Logarithmus den Quo⸗ 


tienten oder die Derhältniszahl der beiden genannten Exponenten dar. 
Nun heißt aber das Verhältnis auf griechiſch 4609 (Logos), die Sahl 


Gονονi”is (Arithmos), und daher Derhältniszahl Aöyov dss (Cogu 


arithmos). Dies erklärt die Bezeichnung unſerer geſuchten Zahl als 
Logarithmus. 


Sind Numerus und Baſis als natürliche Zahlen gegeben, ſo kann 


man den Logarithmus ſofort angeben, wenn man beide Sahlen in 9 


Potenzen i 0 5 verwandeln kann. 
log 8 — log 2° 3; 158 52 — 108 2° — 55 
log 243 = log 36 2,5; log 16 log 21 0,8. 
Nur die Logarithmen ſolcher Zahlen, die Potenzen der Baſis find, 


ſind ganze Sahlen. Die Cogarithmen aller übrigen Zahlen ſetzen ſich 


zuſammen aus einer ganzen Zahl (Kennziffer, Charakteriſtih 
und einem Dezimalbruch Gſtantiſſ e, mantissa == öugabe). 


Beſonders zu merken iſt 1. log a= log al 1. 
CLehrſatz: Der Fogatſih mus der Baſis iſt gleich Eins. 
2. log 1 log ab =(. 


Null. 
Beſteht zwiſchen den Sahlen a, b und e die Gleichung log a=b, 
ſo muß auch c = a fein. Beſteht die Gleichung a“ = c, fo muß 
auch log c = b fein. 
Die Fundamentalſätze der Logarithmierung. 
l. Cehrſatz: Potenziert man eine Zahl mit einem Log⸗ 


arithmus, für welchen dieſe Zahl die Baſis iſt, ſo erhält 9 


man den Numerus. 
Behauptung: b 160 0 „_ 


Cehrſatz: Der Logarithmus von! iſt für jede Baſis gleich 


* ane N 
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ee 


Beweis: 10g a ift diejenige Zahl, mit welcher man b poten- 
zieren muß, um a als ausgerechnete Potenz zu erhalten. Hier ift 


nun b mit log a potenziert, aljo muß a herauskommen. 
ö Dieſer Satz ſetzt uns in den Stand, jede Sahl als eine 
Potenz darzuſtellen, deren Baſis wir beliebig wählen 
können. Soll 3. B. 7 als Potenz von 5 dargeſtellt werden, ſo iſt 


72 51087. 


I. Lehrſatz: Der Logarithmus einer Potenz für ihre 
f Baſis iſt der Exponent der Potenz. 


hi Behauptung: log.a” = nl. 
Die Richtigkeit der Behauptung iſt nach der Erklärung des Log⸗ 
arithmus ſelbſtverſtändlich. 


§ 49. Vorteile des Rechnens mit Logarithmen. 


4 
Schreibt man die ausgerechneten Potenzen von 2 hin und darunter 
505 ihnen gleichen unausgerechneten Potenzen, ſo erhält man die 
Reihen 

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 
20 2¹ 22 23 24 25 25 27 28 1 29 2¹⁰ 21¹¹ 212 

In der zweiten Reihe ſtellen die Exponenten von 2 jedesmal den 

Ä Logarithmus der in der erſten Reihe darüberſtehenden Sahl für die 
Baſis 2 dar. 
| Soll man nun 32 mit 128 multiplizieren, fo kann man ſtatt 
deſſen, wie aus den Reihen erſichtlich, auch 2° mit 27 multiplizieren, 
dieſer gibt 2“, oder wie man aus der erſten Reihe entnehmen kann, 
4096. 
Man ſieht alſo, hat man mehrere Sahlen und daneben die ihnen 
N gleichen Potenzen für ein und dieſelbe Grundzahl angegeben, ſo kann 
4 man, ſtatt zwei dieſer Zahlen zu multiplizieren, die Exponenten der 
neben ihnen ſtehenden Potenzen addieren und braucht dann nur, um 
das gewünſchte Produkt zu erhalten, die Potenz aufzuſuchen, deren 
Exponent gleich der erhaltenen Summe iſt. Die bei dieſer Potenz 
ſtehende Sahl iſt das gewünſchte Produkt. Vorteil: Die Multi⸗ 
plikation iſt erſetzt durch eine Addition. 
Siooll man 2048 durch 128 dividieren, jo kann man ſtatt deſſen 
Zu durch 2° dividieren. Man erhält 2“ und findet dabei 16. Vor⸗ 
teil: Die Diviſion iſt erſetzt durch eine Subtraktion. 


K 
5 
\ 
1 
4 


er 
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Soll man 16 in die dritte Potenz erheben, fo ſieht man, daß, 


weil 16 = 2%, die Aufgabe dieſelbe iſt wie (2) = 212. Mithin ift, 
wie man bei 2˙ ableſen kann, 4096 die dritte Potenz von 16. 
Vorteil: Die Potenzierung iſt erſetzt durch eine Multipli⸗ 
kation. 

Soll man 7 1024 berechnen, jo findet man, daß die Aufgabe’ 
dieſelbe iſt wie 7 219 und da 7 20 22 iſt, fo findet man aus der 
erſten Reihe, daß 710²⁴ — 4 iſt. Vorteil: Die Radizierung 
iſt erſetzt durch eine Diviſion. 

Die Baſis kommt hierbei nicht in Betracht. Es kommt nur darauf 
an, daß alle Potenzen dieſelbe Baſis haben. | 

Hat man ſich alſo eine Tabelle angefertigt, in welcher entweder 
oben die Zahlen und darunter die Exponenten der ihnen gleichen 
Potenzen ein und derſelben Grundzahl ſtehen, oder links die Zahlen 
und rechts die Exponenten, wie in der folgenden Tabelle, 


Numerus Logarithmus 


2 1 
4 2 
8 3 
16 4 
32 5 
64 | 6 


fo braucht man, wenn man zwei Sahlen multiplizieren ſoll, nur die 
ſelben links aufzuſuchen, dann die rechts ſtehenden Exponenten zu ad- 
dieren, die Summe rechts aufzuſuchen und dann links das gewünſchte 
produkt abzuleſen. Ähnlich iſt es für die übrigen Rechnungsarten. 
Daß durch die Benutzung der Logarithmen wirklich die oben aus 
der Tabelle ermittelten Rechenerleichterungen auftreten, läßt ſich auch 
beweiſen. \ 
Cehrſatz I: Der Logarithmus eines Produktes iſt gleich 
der Summe der Logarithmen der Faktoren. 1 
Behauptung: log (ab) = loga + logb. 4 
Beweis: Setzt man log a = « und log b = B, dann iſt c a 
und c®—= b. Aus dieſen beiden Gleichungen erhält man durch Multi⸗ 
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Cehrſatz ll. Der Logarithmus eines Bruches iſt gleich dem 
Cogarithmus des Zählers vermindert um den Cogarithmus 
des Nenners. 
Behauptung: log 5 log a — log b. 


Beweis: Setzt man log a a und log b = 8, fo iſt c = a 
und = b. 1 15 dieſen beiden 5 erhält man durch Divi⸗ 


ſion c 5. und daraus log; = 85. Hieraus folgt, wenn 


man für a und ß ihre Werte eihfebt, die Behauptung. 

Lehrſatz lll: Der Logarithmus einer Potenz iſt gleich dem 
Produkt aus dem Exponenten und dem Logarithmus der 
Baſis. 

Behauptung: log a. n log a. 

Beweis: Setzt man log a = a, ſo iſt * = a. potenziert man 
dieſe Gleichung mit n, fo erhält man c“ = a” und hieraus log a” 
n - an log d. 

Cehrſatz IV: Der Cogarithmus einer Wurzel iſt gleich 
dem Logarithmus des Radikandus, dividiert durch den 
Wurzelexponenten. 


Behauptung: log /a = 1108 a. 


25 
Beweis: Da 7a = a“, ſo folgt die Behauptung nach Cehrſatz lll. 
Beifpiele. 1. Iſt x— , fo ift, wenn man die beliebig zu 


wählende Baſis fortläßt, 


i eee 2 


N 
1 * 
— 


2: vel log x= log a — (log b 10g o). 1 . 
3. xD. Ba abe. (Keane 
4. X RN log x = 3 og a + 5 log b. 


8 50. Die dezimalen oder Briggsſchen Cogarithmen. 
Um die Vorteile des Rechnens mit Logarithmen benutzen zu 
können, braucht man nur alle Sahlen als Potenzen derſelben Baſis 
auszudrücken und die Exponenten für dieſe Baſis anzugeben. Alle 
ſo erhaltenen Logarithmen für dieſelbe Baſis bilden ein Cogarith— 
menſnyſtem. Es fragt ſich nur: 1. Kann man jede Sahl als Baſis 
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eines Cogarithmenſyſtems gebrauchen? und 2. Welche von den als 
Baſis brauchbaren Sahlen iſt für uns die praktiſchſte? 9 
Was die erſte Frage anbetrifft, ſo erkennt man, daß 1 und 0 a ; 


Baſis nicht zu gebrauchen find, da alle Potenzen diefer beiden Zahlen 


1 bzw. 0 ſind. | 
Um die zweite Frage zu beantworten, denken wir uns für die 
Grundzahlen 3, 5 und 10 eine Anzahl von Logarithmen aufgeſtellt. 


Baſis 3. Baſis 5. Baſis 10. 
Num. Cog. Num. | Log. Num. | £og. 
1/0 1/0 1/0 
3 1 1 101 
992 2512 100 2 
27 3 125 3 1000 3 
8114 625 4 10 000 4 
243 |5 3125 5 100000 5 


Aus dieſer Aufitellung erkennen wir ſofort, daß ein Cogarithmen⸗ 
inftem nach der Baſis 10 einen großen Vorteil gewährt. Da für 
dieſe Baſis der Logarithmus von 1 gleich 0 und der Logarithmus 
von 10 gleich 1 iſt, ſo ſind die Cogarithmen ſämtlicher einziffrigen 
Sahlen gleich 0, vermehrt um einen Dezimalbruch. Da der Log 
arithmus von 10 gleich 1 und der Logarithmus von 100 gleich 2 
iſt, jo find die Logarithmen aller zweiziffrigen Zahlen gleich 1, ver 
mehrt um einen Dezimalbruch uſw. 5 

Erſter vorteil des dezimalen Logarithmenſyſtems. Man kann 
aus der Anzahl der Siffern einer Sahl, deren Logarith- 
mus man beſtimmen will, fofort die Kennziffer des Log⸗ 


arithmus ablefen; fie ift um 1 kleiner als die Anzahl der 


Siffern der Sahl. A 

Es war dies ein Grund, weshalb man die Logarithmen nach 
der Baſis 10 einführte. Bei ihnen pflegt man die Baſis nicht zu 
ſchreiben, ſchreibt man alſo einfach log 100, ſo meint man ſtets 
log 100. Wie die zu der Kennziffer hinzutretende Mantiſſe berechnet 


wird, kann auf dieſer Stufe nicht auseinandergeſetzt werden. Es ge 
nügt zu bemerken, daß dieſe Mantiſſen in beſonderen Tafeln, den 


Cogarithmentafeln, zu finden find. Von einer ſolchen Log: 
arithmentafel, der Tafel von Auguſt, iſt hier ein Teil einer Seite ab: 
gedruckt. f 


| 
| 
| 
2 
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Fünfziffrige Mantiſſen. 


dd l 2 4 s 


310 [49 136 150 164 178 192 | 206 220 234 248 262 
| 276 290 304 318 332 | 346 360 374 388 402 


„|| 
N 


415 429 443 457 471 485 499 513 527 541 
554 568 582 596 610 | 624 658 651 665 679 
695 707 721 754 743 | 762 776 790 803 817 


-— — 


On 
S ο D D 


851 845 859 872 886 | 900 914 927 941 955 
969 982 996010024 037051065 079092 
106 120 133 147 161 | 174 188 202 215 229 
245 256 270 284 297 | 311 325 338 352 365 


BO OD» 
— — 


- 


Soll man 3. B. log 3127 bejtimmen, ſo folgt aus dem Dorher- 
geſagten, daß die Kennziffer 3 iſt. Um die Mantiſſe zu ermitteln, 
ſucht man in der Tafel die drei erſten Siffern des Numerus 312 in 
der mit N. (Numerus) überſchriebenen Vertikalreihe auf, dann ſucht 
man die vierte Ziffer 7 in derſelben Horizontalreihe, in welcher N. 
ſteht. Diejenigen Siffern nun, die an der Stelle ſtehen, wo die 


Hhorizontalreihe durch 312 und die Vertikalreihe durch 7 ſich kreuzen, 
| hier aljo die Siffern 513, find die dritte, vierte und fünfte Siffer 


der geſuchten Mantiſſe. Die beiden erſten Ziffern der Mantiſſe find 


die beiden in der Vertikalreihe unter L (Cogarithmus) ſtehenden 


Ziffern, die entweder mit der gefundenen Sahl in derſelben Horizontal⸗ 
reihe oder darüber ſtehen, alſo hier 49, es iſt alſo log 3127 
— 3,49513. In ähnlicher Weiſe findet man log 3174 = 3,50161. 
Will man log 3165 aufſuchen, ſo ſtößt man bei Ermittlung der 
Mantiſſe auf die Sahl 037, vor der ein Stern“ ſteht. Dieſer Stern 
bedeutet, daß die beiden erſten Siffern die tiefer als die gefundene 
Zahl ſtehenden Siffern find. 

Es iſt demnach log 3165 = 3,50037. 

Es ſieht aus, als ob die Cogarithmentafeln nur für das Auf- 
ſchlagen der Mantiſſe zu einer vierziffrigen Zahl brauchbar wären. 
Nun iſt aber 

3127 


1. log 312,7 = log Fer log 3127 — log 10 
log 3127 = 3,49513 
log 10 = 1,00000 
log 312,7 = 2,49513. 
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2. log 3,127 log > 1000 = log 3127 — log 1000 


log 3127 = 3,49513 
log 1000 = 3,00000 
log 3,127 = 0,49513. 

Aus dieſen Beiſpielen iſt erſichtlich: 

Der zweite Dorteil des Rechnens mit dezimalen Logarithmen. 
Die Logarithmen der mit denſelben Siffern geſchriebenen 
Sahlen haben ſtets dieſelbe Mantiſſe, das Komma dient 
lediglich zur Beſtimmung der Kennziffer. Unſere Logarith⸗ 
mentafeln ſind alſo für alle Zahlen brauchbar. log 2, log 20, log 200 
haben dieſelbe Mantiſſe wie log 2000, nur eine andere Kennziffer. 


§ 51. Das Interpolieren. 

Wir ſind jetzt imſtande, die Cogarithmen aller Sahlen, die größer 
als 1 ſind (ganze Sahlen und unechte Dezimalbrüche), welche mit 
vier Ziffern geſchrieben werden, zu ermitteln. Beſitzt die Sahl noch 
eine fünfte Ziffer, ſucht man 3. B. log 31,326, fo iſt die Mantiſſe, 
welche zu den Siffern 3132 gehört, zu klein, die zu den Ziffern 
3133 gehörende zu groß. Man kann dann die genauere Mantiſſe 
berechnen, mit hilfe einer Proportion auf Grund der erſt auf höherer 
Stufe beweisbaren Tatſache, daß die Änderungen, welche die letzte 
Ziffer einer vierſtelligen Sahl erfährt, annähernd den Anderungen 
der Mantiſſe proportional ſind. Man macht daher in unſerem Falle 
folgende Schlüſſe: 

Ändert ſich die vierte Ziffer des Numerus um 1, fo ändern ſich 
die letzten Ziffern der Mantiſſe um 14 (durch Subtraktion der be⸗ 
nachbarten Mantiſſen ermittelt). 

Ändert ſich die vierte Ziffer des Numerus um 0,6, fo ändern 
fi) die letzten Siffern der Mantiſſe um 0,6 - 14 = 8,4 oder 8. Ad» 
diert man nun zu der bei 3132 ſtehenden Mantiſſe 49582 die 8, ſo 


findet man log 31,326 — 1,49590. 


Man nennt dies Verfahren das Interpolieren der Logarith- 
men. Sur Erleichterung der ſtets dabei nötigen kleinen Multipli⸗ 
kationen befinden ſich in den Cogarithmentafeln an der Stelle, über 
welcher P. P. (Partes proportionales) ſteht, kleine Täfelchen, über 
denen die aus den Tafeln zu ermittelnde Differenz (hier 14) ſteht. 
Vor dem unter dieſer Differenz befindlichen vertikalen Strich ſtehen 
die Zahlen von 1 bis 9, die als fünfte Ziffer auftreten können. Da⸗ 
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hinter ſtehen die Produkte dieſer Sahlen mit der darüber befindlichen 
Differenz, bereits durch 10 dividiert. Die vor dem Komma ſtehenden 
Zahlen, die man beim Weglaſſen der Zahl nach dem Komma even- 
tuell zu erhöhen hat, find diejenigen Zahlen, welche zu den letzten 
Ziffern der Mantiſſe addiert werden müſſen. 
Beiſpiel: log 311,58 — 2,49357 
log 3,1073 = 0,49238. 


§ 52. Das Kufſuchen des Numerus. 

Jedes Rechnen mit Logarithmen erfordert am Schluß ein Surück⸗ 
gehen von den Logarithmen auf die gewöhnlichen Sahlen, es er⸗ 
fordert ein Aufichlagen des Numerus zu dem gefundenen Logarith- 
mus. Hat man gefunden log X = 2,49748, fo erkennt man zunächſt 
aus der Kennziffer 2, daß x eine Sahl fein muß, welche drei Siffern 
vor dem Komma beſitzt. Man ſchreibt daher 
X et 

geſprochen „x gleich Punkt, Punkt, Punkt, Komma“. Hierauf ſucht 
man in der mit I. überſchriebenen Abteilung zuerſt unter dem L 
die beiden erſten Ziffern der Mantiſſe (hier 49) auf und dann unter 
den in Gruppen zu drei Siffern ſtehenden Sahlen die drei letzten 
Siffern. Hat man ſie gefunden, dann ſtehen in derſelben Horizontal⸗ 
reihe unter N die drei erſten Ziffern des Numerus (hier 314), und 
in derſelben Dertifalreihe in der oberſten Seile in gleicher höhe mit 
L ſteht die vierte Ziffer (hier 4). Es iſt alſo 
x = 314,4. 
Beiſpiel: log x = 1, 50525; X = 31,86 
log x = 0, 49707; x = 3, 141. 


Aufgabe: Die Seiten eines Rechtecks find a em (a = 23,42) 
und b cm (b = 4, 163). Wie groß iſt der Inhalt? 
Cöſung: Es iſt, wenn man die Maßzahl des Inhalts durch 
F bezeichnet, f= ab. Dieſe Gleichung „wird logarithmiert“, d. h. 
man bildet auf beiden Seiten die Cogarithmen. Dadurch erhält man 
log F log a log b 
log a= 1, 36959 
Ig b 0.61941 
log f= 1, 98900; f= 97,50. 
Der Inhalt iſt 97,50 qem groß. | 


108  11.DiePotengierung und ihre Umfeheungen. Quadratifeje Oleifungen 
Aufgabe: Der Inhalt eines Rechtecks m F qem = 357 60, 15 
und die eine Seite a em (a = 16,54). Wie groß iſt die andere Seite? = 
Löſung: f= ab; b= 5 log b = log F log a. 0 
log f = 2,55340 1 
JI0 g 4 121854 

log b — 1,33486; b = 21,62. 

Die andere Seite iſt 21,62 cm lang. 

Aufgabe: Ein Rechteck, deſſen eine Seite a em (a = 84,576) 
lang iſt, hat denſelben Inhalt wie ein Dreieck, deſſen Grundlinie 
g em (g = 121,74) und deſſen Höhe h cm (h — 5,47) beträgt. 
Wie groß ift die zweite Seite des Rechteds? 

Cöſung: Nennt man die Maßzahl der zweiten Seite x, dann 
b Gl 

eſteht die Gleichung: 4. SL RL. 
DAN 2 4 
log x = log g + logh (log 2 log a) 


log Z (Sähler) log N Menner). 
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log g = 2.08543 log 2 0,0103 
log h = 0,73799 log a 192725 
log Z = 2,82342 log N = 2,22828 


log N = 2,22828 
log x = O, 59514; * 


Die gefundene Mantiſſe ſteht nicht in den Tafeln. In einem 
ſolchen Falle findet man den Numerus wieder durch Interpolieren. 
Man ſchlägt die nächſtkleinere Mantiſſe auf. Hierdurch findet man 5 
in unſerem Falle 59506 und dadurch für den Numerus die ahl 
3,936. Nun ſtellt man folgende Überlegung an: g 

Wächſt die gefundene Mantiſſe (59506) um 11 (die Differenz 
mit der nächſtgrößeren Mantiſſe), jo wächſt die letzte Ziffer des 
Numerus um 1, wächſt alſo die gefundene Mantiſſe um 1, fo wächſt 9 


die letzte Siffer des Numerus um 11 Wächſt nun aber die gefundene a 
Mantiſſe bis zu dem Werte, den man aufſchlagen wollte (59514), 
d. h. um 8, fo muß die letzte Siffer des Numerus wachſen um 11 0,72. 
Demnach iſt, wenn wir nur eine Stelle berückſichtigen, 1 
x — 3,9367. | 1 

Die zweite Seite des Rechtecks iſt 3,9567 em lang. 
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853. Die e Brüche und negativer 
en. 

I. Da die Cogarithmen mit abnehmendem Numerus ſtets kleiner 
werden, fo folgt aus der Tatſache, daß log 1 = 0 iſt, daß die 
Logarithmen ſämtlicher Sahlen, die kleiner als 1 ſind, negativ ſein 
müſſen. Es iſt auch 

10 ＋ 1 


169 0,1 — 108 10 — 162 10 —1 


+1 
10g 0,01 og 10 —— 2 uſw. 


Iſt nun der Logarithmus eines echten Bruches zu ermitteln, z. B. 
log 0,0054336, jo formt man die gegebene Sahl fo um, daß das 
Komma hinter die erſte von Null verſchiedene Ziffer tritt. Da dies 
bei unſerer Zahl einem Multiplizieren mit 1000 entſpricht, jo muß 
man, damit der Wert des Numerus ſich nicht ändert, nach der Der- 
ſchiebung des Kommas durch 1000 dividieren. Man erhält 


og 0, 005436 = log 0 log 5,436 — log 1000 


1000 
0, 73528 — 3. 
In dieſer Form läßt man den Logarithmus ſtehen, ohne die 
Differenz auszurechnen, und nennt 0, ... — 3, geſprochen „Null 


Komma minus 3“, die Kennziffer desſelben. Ähnlich findet man 
| log 0,7234 = 0,85938 — 1 
log 0,02126 = 0,32756 — 2. 


Regel: Die Logarithmen der echten Dezimalbrüche haben 
als Kennziffer 0, ... — n, wennn die Sahl der Stellen be» 
deutet, um welche man das Komma zu verſchieben hat, da» 
mit es hinter die erſte von Null verſchiedene Siffer des 
Dezimalbruches tritt. 

Der Numerus zu einem Logarithmus, deſſen Kennziffer 0, .. . — 2 
iſt, beginnt 0,0... Iſt die Kennziffer 0, ... — 3, fo beginnt er 
0,00 

II. Die Cogarithmen negativer Sahlen ſind durch keine poſitive 
oder negative reelle Sahl darſtellbar, da jede Potenz von 10, mag 
der Exponent poſitiv oder negativ ſein, eine poſitive Sahl iſt. Dies 
gilt auch für jede andere Bafis. Die Logarithmen negativer Sahlen 
ſind komplexe Sahlen. 

log ( 7) = log (i? 7) 2 log i + log 7. 
a nuch 120: Crantz, Arithmetik u. Algebra I., 8. Aufl. 8 
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854. Einige Aufgaben über das Logarithmieren 
von potenzen und Wurzeln. 
1. Aufgabe: Der Radius eines Kreifes iſt r cm (r = 0,52). 
Wie groß iſt der Inhalt? 
Es it k — ar log k = log x + 2 log r 
log r = 0, 71600 — 1 
log x = 0, 49715 
2 log r = 1.43200 — 2 
log k = 1.92915 — 2 = 0,92915 — 1 
k = 0,84948 
Der Inhalt ift 0,84948 gem groß. 


3 2,9477. 0,0087? 
2. flufgabe:xzu berechnen aus der Gleichungx = 14.885. 0.00063 55 4.585=0,0006355 
Es iſt log x = 6 log 2,947 + 7 log 0,0087 — 

(3 log 14,58 + 5 log 0,0006 35). 
Man ſchlägt zunächſt die Logarithmen der hinter dem Logarith- 
menzeichen ſtehenden Sahlen auf. 

log 2,947 = 0, 46938 log 14,58 = 1, 16376 | 

log 0,0087 = 0,93952 — 3 log 0,000635 = 0,80277 — 4 


6 log 2,947 2881628 3 log 14,58 — 3,49128 
7 log 0,0087 = 6,57664 — 21 5 log 0,000635 — 4,01385 — 20 
log 2 9,9292 — 21 log V 7,505 15 — 20 


log N = 7.50513 — 20 
log X = 1,88779 — 1 = 0,88779 
x = 7,723. | 
3. Aufgabe: Der Inhalt eines Dreiecks iſt f gem = 27,43) 
und die Grundlinie g cm (g = 105,7). Wie groß iſt die höhe? 
N 2 
log H= log 2 ＋ log f log g 
log 2 = 0,30103 
log f= 1,43823 
log Z= 1,73926 
logg = 2,02407 
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It, wie in dieſem Falle, der Minuendus kleiner als der Sub» 
N trahendus, jo fügt man im Minuendus fo viel Ganze hinzu, daß 
die Sahl größer wird als der Subtrahendus, und ſubtrahiert die 
zugefügten Ganzen am Ende des Minuendus. Hier ſchreibt man alfo 
log Zz = 2,73926 — 1 
log g — 2,02407 
log h = 0, 71519 — 1: h = 0,51903. 

Die Höhe beträgt 0,51905 cm. 

4. Aufgabe: x = V237,67 7 zu berechnen. 

Es iſt x = 237,67; 3 logx = log 237,67 

— 2.37598 
logx = 0, 79199; X = 6,1943. 
5. Aufgabe: x = 0 0,0478 zu berechnen. 
Es iſt x = 0,0478; 5 logx = log 0,0478 
— 0,67943 — 2. 

Bevor man hier die Diviſion durch 5 ausführt, muß man den 
Logarithmus jo umformen, daß die am Ende ſubtrahierte Sahl durch 5 
ohne Reſt teilbar iſt. Man ſchreibt daher 
1 5 logx = 3,67943 — 5 

logx = 0,73589 — 1 
xX = 0,54436. 
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Eine Summe und eine Differenz kann man nicht logarithmieren und 
daher auch nicht mit Cogarithmen unmittelbar berechnen. Sind die ein⸗ 
| zelnen Summanden aber ſo unbequeme Sahlen, daß man eine Berech⸗ 
nung mit Logarithmen vorziehen würde, ſo muß man jeden Summan⸗ 

den für ſich berechnen und dann die für die einzelnen Summanden 

gefundenen Numeri addieren. Ein Beiſpiel möge dies klar machen. 
N Aufgabe: In einem rechtwinkligen Dreieck find die Katheten a em 
(a- 47,568) und boem (b = 59,477) lang. Wie lang iſt die hyypotenuſe? 
Ißſt die Maßzahl der 0 c, dann iſt 


. = a? ＋ b 

{ loga — 67751 logb — 1,77435 

1 2 loga = 5,5462 2 logb = 3,54870 
a? — 2262,7 b? = 3537,5 


112 Überficht über die fieben Rechnungsarten 
c * = a?+ b?= 5800,2 
2 logc = log 5800,2 = 3, 76344 
loge = 1,88172 
c = 76,158. 

Die Hypotenuſe iſt 76,158 cm lang. 

Nur wenn man auf eine Differenz zweier Quadrate kommt, läßt 
fi) die Berechnung mit Logarithmen durch Anwendung der Formel 
45 — = (a b) (a — b) einfacher ausführen. Dies ift 3. B. der 
Fall, wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck, deſſen hupotenuſe 
e cm und deſſen eine Kathete a em lang find, die zweite Kathete 
berechnen ſoll. Es iſt dann 

b = c- = (e q) (e - a) 
2 logb log (c ＋ a) ＋ log (e- a). 


Überſicht über die ſieben Rehnungsarten. 


I. die Addition. Erſte hauptrechnungsart. 

Addiert man die Zahl ö zu der Sahl a, fo erhält man a + b 
a und b heißen Summanden, a b heißt Summe. 

II. die Subtraktion. Umkehrung der Addition. N 
Subtrahiert man die Sahl b von der Sahl a, jo erhält man 
a — b. a heißt Minuendus, 5 heißt Subtrahendus, a — b | 
heißt differenz. 
En Erweiterung des Sahlengebietes: die algebraischen 

ahlen. g 

III. Die Multiplikation. 5 weite Hauptrechnungsart, eine Ad» 
dition gleicher Summanden. 5 
Multipliziert man die Zahl ö mit der Sahl a, fo erhält man a: b. 
aheißt Multiplikator, b heißt Multiplikandus, a - bheigt Produkt. 
a und ö heißen auch mit gemeinſamem Namen Faktoren. 

IV. die diviſion. Umkehrung der Multiplikation. 
Dividiert man die Sahl a durch die Sahl ö, jo erhält zen 5 N 


oder a: b. a heißt Dividendus, 5 heißt diviſor, 5 heißt 
Quotient. 1 
Zweite Erweiterung des Sahlengebietes: die Brüche. I 
V. Die potenzierung. Drittehauptrehnungsart,eineMulti- 
plikation gleicher Faktoren. \ 
Potenziert man die Sahl a mit der Sahl n, jo erhält man a“. 
a heißt Grundzahl oder Baſis, n heißt Exponent, a” beißt Poteng, hr 
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F VI. Die Radizierung. Erſte Umkehrung der potenzierung, die 
E Grundzahloder Baſis wird geſucht. Radiziert man diesahla 


mit der Sahl n, fo erhält man Ya. 

a heißt Radikandus, n heißt Wurzelerponent, 7 a heißt Wurzel. 
f Dr Erweiterung des Sahlengebietes: die irrationalen 
5 Zahlen. 

; 1 Erweiterung des Zahlengebietes: die imaginären 
VII. die Logarithmierung. Sweite Umkehrung der poten⸗ 
zierung, der Exponent wird geſucht. 

a Cogarithmiert man die Sahl a nach der v Baſis b, ſo erhält man log a. 


Qa beißt Numerus, b heißt Bafls, log a heißt Logarithmus. 


{ Die Primzahlen von 1 bis 500. 

1 1 2 3 5 7 11 
1 13 17 19 23 29 31 
1 37 41 43 47 53 59 
“ 61 67 71 73 79 83 


89 97 101 105 107 109 
113 127 151 137 139 149 
151 157 163 167 173 179 
181 191 193 197 199 211 
229 255 259 241 
251 257 265 269 271 277 
281 285 295 307 311 315 
317 331 337 347 549 353 
359 367 373 379 383 389 
397 401 409 419 421 431 
455 439 443 449 457 461 
479 487 491 499 
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die Quadrate und die Guadratwurzeln der Zahlen 
0 von I bis 100. 


1,0000 


1,4142 
1,7521 
2,0000 


ee 
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26 676 5,0990 72 5184 8,4853 

27 729 5,1962 73 5329 8,5440 

28 784 5,2915 74 5476 8,6023 

29 841 5,3852 75 5625 8,6605 

50 900 5,4772 76 5776 8,7178 

31 961 5,5678 77 5929 8,7750 

32 1024 5,6569 78 6084 8,8318 

33 1089 5,7446 79 6241 8,8882 

34 1156 5,8310 80 6400 8,9443 

35 1225 5,9161 81 6561 9,0000 

36 1296 6,0000 82 6724 9,0554 

37 1369 6,0828 83 6889 9,1104 

38 1444 6,1644 84 7055 9,1652 

39 1521 6,2450 85 7225 9,2195 

40 1600 6,3246 86 7396 9,2736 

41 1681 6,4031 87 7569 9,5274 

42 1764 6,4807 88 7744 9,588 
45 1849 6,5574 89 7921 9,4340 
44 1936 6,6332 90 8100 9,4868 
45 2025 6,7082 91 8281 9,5594 
46 2116 6,7823 92 8464 9,5917 
47 2209 6,8557 93 8649 9,6437 

48 2304 6,9282 94 8836 9,6954 

49 2401 7,0000 95 9025 9,7468 
50 2500 7,0711 96 9216 9,7980 | 
51 2601 7,1414 97 9409 9,848 90 
52 2704 7,2111 98 9604 9,8095 
55 2809 72801 99 9801 9,9499 
54 2916 7.5485 100 10000 10,0000 
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Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden Preise sind Grundpreise. 
Die Ladenpreise ergeben sich für den allgemeinen Verlag aus halbiertem 
Grundpreis ><Schlüsselzahl des Börsenvereins (April1923: 2500), fürSchulbücher 
(mit * bezeichnet) aus vollem Grundpreis & besondere Schlüsselzahl (z. Z. 600) 


Als Teil II des vorliegenden Bändchens erschien vom gleichen Verfasser: 


Gleichungen. Arithmetische u. geometrische Reihen-, Zinseszins- 
8 

und Rentenrechnung. Komplexe Zahlen. Binomischer Lehrsatz. 
5. Aufl. Mit 21 Figuren im Text. [IV u. 112 S.] 8. 1919. (ANuG Bd. 205.) 


Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 
Ferner sind von Geh. Studienrat P. Crantz erschienen: 


b Geometrie der Ebene zum Selbstunterricht. 3. Aufl. 
Aut 5; Fig. i. Text. [97 S.] 8. 1922. (ANuG Bd. 504.) Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 


Die für den Selbstunterricht bestimmte leicht verständliche Darstellung führt namentlich 
' durch Beigabe zahlreicher ausführlich gelöster Aufgaben rasch zu völliger Beherrschung des Stoffes, 


Sphärische Trigonometrie zum Selbstunterricht. Mit 27 Figuren 
im Text. [98 S.] 8. 1920. (ANuG Bd. 605.) Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 


0 Behandelt als Ergänzung zur „Ebenen Trigonometrie“ die besonderen Eigenschaften des 
sphärischen Dreiecks und seine Anwendungen in der Erd- und Himmelskunde an zahlreichen 
ausführlich erklärten Beispielen und Aufgaben. 


Ebene Trigonometrie zum Selbstunterricht. 3. Aufl. Mit 50 Fig. 
im Text. [98 S.] 8. 1920. (Bd. 431.) Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 

Will in leicht verständlicher Weise mit den Grundlehren der Trigonometrie bekannt machen 
r gelöste Aufgaben und praktische Anwendungen sind zur Erläuterung eingefügt. 


Planimetrie zum Selbstunterricht. 3. Aufl. Mit 94 Figuren im Text. 
{IV u. 117 S.] 8. 1921. (ANuG Bd. 340.) Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 

Die Darstellung ist einfach und klar gehalten, ohne dabei der wissenschaftlichen Strenge 
zu entbehren. Zahlreiche Aufgaben mit zumeist durchgeführter Lösung sind beigegeben. Die 
peinzelnen Sätze sind überall mit praktischen Anwendungen verbunden. 


2 


Lehrbuch der Rechenvorteile 


| Schnellrechnen und Rechenkunst 
J Von Ing. Dr. phil. J. Bojko 
(ANuG Bd. 739.) Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 


Verf. will denen, die im beruflichen Leben viel Rechenarbeit zu leisten 
haben, eine Anleitung zum Schnellrechnen geben. Sie erstreckt sich nicht nur 
auf die Grundrechnungsarten, sondern auch auf das Potenzieren und Wurzel- 
ziehen, erleichtert die Aneignung durch zahlreiche Ubungsbeispiele unter 
besonderer Berücksichtigung der praktischen Anwendungen. 


„Wer wie wir berufsamtlich viel rechnen muß, ist froh dieses Büchlein zu finden, in dem 
auf alle Vorteile aufmerksam gemacht wird, die an Hand zahlreicher Ubungsbeispiele treffend 
erläutert sind.“ (Blätter für junge Kaufleute.) 


„Es ist fraglos für jeden Bankfachmann von Vorteil, die in diesem Buche besprochenen 
r kennen zu lernen.“ (Der Zahlungsverkehr.) 
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Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden Preise Find Stun 

Die Ladenpreise ergeben sich für den allgemeinen Verlag aus halbiertem 


Grundpreis x Schlüsselzahl des Börsenvereins (April 1923: 2800), für Schulbücher 
(mit * bezeichnet) aus vollem Grundpreis x besondere Schlüsselzahl (z. Z. en 


Lehrbuch der Mathematik und Sammlung von Aufgaben. Z. Selbst. 
unterr. u. für d. Vorbereitung auf d. Mittelschullehrerprüfung u. auf d. Reife- 
prüfung am Realgymnasium. Im Anschl. an die Baltin-Maiwaldsche Seminar- 
ausgabe des mathem. Unterrichtswerkes von Prof. H. Müller, weil. Gymnasial- 
direktor in Berlin, bearb. von Dr. /. Plalſi, Geh. Reg. - u. Schulrat in Lüneburg. 
Lehrbuch der Mathematik. Mit 184 (z. T. farb.) Fig. 3. Aufl. [VIII u. 
294 S.] gr. 8. 1919. Geb. M. 8.— Sammlung von Aufgaben. 2. Aufl. 
[VIII u. 296 S.] gr. 8. 1911. Geh. M. 6.—, geb. M. 8.— Ergebnisse hierzu. 
3. Aufl. [71 S.] gr. 8. 1920. Geh. M. 2. 80 EN 


Handbuch der Elementarmathematik für Lehrer. Von Prof. Dr. 
K. Schꝛbering, Dir. des Gymnasiums an der Apostelkirche in Cöln. Mit 193 Fig. N 
im Text. [VIII u. 407 S.] gr. 8. 1907. Geb. M. 13.60 5 
Elemente der Mathematik. Von /. Tannery, Prof. an der Univ. Paris. 1 
Mit einem geschichtlichen Anhang von P. Tannery. Autorisierte deutsche 
Ausgabe von Prof. Dr. P. Xlaeß in Echternach. Mit einem Einführungswort 
von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein, Prof. an der Universität Göttingen. 2. Aufl. 5 
Mit 184 Fig. [XII u. 339 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 8.80, geb. M. 11.40 N 


Elemente der Mathematik. Von Dr. Z. Borel, Prof. an der Sorbonne zu 
Paris. In2Bdn.Dtsch. Ausg. von Geh. Hofrat Dr. P. Stachel, weil. Prof. a. d. Univ. 
Heidelberg. I. Bd.: Arithmetik u. Algebra nebst d. Elementen d. Differentialrechn. 
2. Aufl. M. 56 Textfig. u. 3 Taf. X VIu. 404 S.] 8. 1919. Geh. M. 10.—, geb. M. 13.20 | 
II. Bd.: Geometrie. Mit einer 1 in die ebene Trigonometrie. 2. Aufl. 1 
Mit 442 Fig. u. 2 Taf. [XVI u. 380 S.] 8. 1920. Geh. M. 9.40, geb. M. 12. 40 5 


Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch f. Lehrer u. 3 
Studierende. V. Dr. H. Weber u. Dr. J. Wellstein, weil. Prof. a. d. Univ. Straßburg. 5 
In 3Bdn. gr.8. I.Bd.: Elementare Algebra u. Analysis. V. H. Weber. 4. Aufl. u 
neubearb. von Dr. P. Eßslein, Prof. a. d. Univ. Frankfurt a. M. Mit 26 Fig. im 
Text. [XVI u. 568 S.] 1922. Geb. M. 18.40. II. Bd.: Elemente der Geometrie. Von 1 
H. Teber, J.Wellsteinu. V. Jacobsthal. 3. Aufl. XII u. 596. ] 1915. Geb. M. 19.—. 
III. Bd.: Angewandte Elementar- Mathematik. Von H. Weber, J. Wellstein us 
R.H.Weber. 2. Aufl. In 2 Teilen. I. Teil: Mathematische Physik. Mit einem 
Buch über Maxima und Minima von H. Weber u. J. Wellstein. Bearb. von 
R. H.Weber. 3. Aufl. [In Vorb. 1923.] II. Teil: Darstellende Geometrie, 
graphische Statik, Wahrscheinlichkeitsrechnung, politische Arithmetik und 
Astronomie. Von J. Wellstein, H. Weber, H. Bleicher und J. e 4 
35 10 7 [U. d. Pr. 1923.) 9 


Mit 19 Fig. im Text. [X u. 200 8. gr. 8. 1913. Geh. M. Bu geb. N. 76 
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Die Ladenpreise ergeben sich für den allgemeinen Verlag aus halbiertem 
Grundpreis Schlüsselzahl des Börsenvereins (April 1923: 2500), für Schulbücher 
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Einfuhrung in die Mathematik. Von Studienrat V. Mendelssohn. Mit 
42 Fig. im Text. [113 S.] 8. 1918. (ANuG Bd. 503.) Kart. M. 2.40, geb. M. 3.— 


Das Büchlein will dadurch in die Mathematik einführen und weitesten Kreisen ihr Wesen 
und ihren Wert anschaulich machen, daß es ihre Grundbegriffe von den Vorgängen des täg- 
lichen Lebens ableitet und wiederum zeigt, welche Anwendungen in ihm die gewonnenen 
Gesetze finden. Ratschläge zur systematischen Weiterbildung sind beigefügt. 


‘Über den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo- 
sophischen Pädagogik. Von Dr. V. Birtemeies, Berlin. VI u. 191 S.] 8. 1923. 
Geh. M. 9. —, geb. M. 10.— 

Die in unseren Tagen wieder lebhaft gewordene Frage nach dem Bildungswert der Mathe- 
matik wird in diesem Werk untersucht. Nach Festlegung der Begriffe: Bildung, Bildungswert 
und Bildsamkeit und des Wesens der Mathematik wird der spezifische Bildungswert in Be- 
ziehung gesetzt zu kulturphilosophischen und logisch erkenntniskritischen Erörterungen. Auch 
diejenigen Bildungswerte, die der Mathematik mit ästhetischen oder technisch ökonomischen 
Fächern gemeinsam sind, werden beleuchtet. 

Abgekurzte Rechnung. Nebst einer Einführung in die Rechnung mit 
Logarithmen. Von Prof. Dr. A. Wilting, Oberstudienrat am Gymnasium 
zum Heil. Kreuz in Dresden. Mit 4 Figuren im Text und zahlreichen Auf- 
gaben. [IV u. 51 S.] (Math - phys. Bibl. Bd. 47.) Kart. M. 1.40 

3 Der Verfasser will den Anfänger mit Methoden der „abgekürzten Rechnung“ vertraut 
machen, die er langjährig ausprobiert und unter besonderer Berücksichtigung des praktischen 
Gebrauches dargestellt hat. a 
Funktionen, Schaubilder und Funktionstafeln. Eine elementare 
Einführung in die graphische Darstellung und in die Interpolation. Von 
Prof. Dr A. Witting, Oberstudienrat a. Gymnasium 2. Heil. Kreuz in Dresden. 
Mit 26 Fig. im Text, 3 Tafeln u. zahlr. Aufgaben. [IV u. 41 S.] 8. 1922. 
(Math.-phys. Bibl. Bd. 48.) Kart. M. 1.40 

} Nach Aufstellung und Erläuterung des Begriffes der Funktionen einer Veränderlichen werden 
“analytisch und graphisch die einfachsten Funktionen durchgenommen, das gerade Verhältnis 
und die lineare Funktion, das umgekehrte Verhältnis, das quadratische Verhältnis und seine 
Umkehrung. An diesen fünf Beispielen wird nun die Interpolation genau erläutert und an 
Funktionstafeln geübt. Zum Schluß ist eine Darstellung der Isotropen gegeben. 

Der Begriff des Grenzwertes in der Elementarmathematik. Ein 
ersuch zur Vertiefung d. math. Unterrichts. Von Dr. XK. Kommerell, Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. z. Stuttgart. Mit 25 Fig. [IV u. 62 S.] gr. 8. 1922. M. 2.60 
Die Schrift zeigt an der Hand vieler der Schulmathematik entnommener Beispiele, daß 
der Grenzwertbegriff, der in den verschiedensten Fächern der Elementarmathematik sich auf- 
drängt, in strenger und doch leicht faßlicher Weise schon dort eingeführt werden kann und 
muß, und der Unterricht so auf eine neuzeitliche Grundlage gestellt und vertieft wird. 


athematisches Unterrichtswerk für höhere Knabenschulen 


unter Mitwirkung von P. B. Fischer, Studienrat an der Oberrealschule in 
Berlin-Lichterfelde, und Dr. P. Zühlke, Direktor der Oberrealschule I in Kiel, 


hrsg. von Oberstudiendir. Dr. VJ. Lietzmann, Oberrealschule in Göttingen. 
Das Unterrichtswerk gliedert sich in: 1. ein Rechenbuch, 2. eine Aufgabensammlung 
für Arithmetik, Algebra und Analysis, hervorgegangen aus Bardeys Method. Aufgabensammlung 
(„Reformbardey“), 3. eine geometrische Aufgabensammlung, 4. einen systematischen Leitfaden 
der Mathematik, der sich aus einem Leitfaden der Arithmetik, Algebra und Analysis und einem 
geometrischen Leitfaden zusammensetzt. Von jedem dieser drei letzten Teile besteht je eine 
Gymnasial-({A-) und eine Real-(B-) Ausgabe, die sich in eine Unter- und eine Oberstufe teilen, 
Ausführlichen Prospekt versendet auf Wunsch der Verlag, Leipzig, Poststraße 3 
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Die Ladenpreise ergeben sich für den allgemeinen Verlag aus halbierte m Grundpreis 2 
Schlüsselzahl des Börsenvereins (z. Zt. April 1923: 2500), für Schulbüoner (mit“ be- 

zeichnet) aus vollem Grundpreis >< besondere Schlüsselzahl (z. Zt. 6000). 


eg 
Mathematisch-Physikalische Bibliothek 
Gemeinverständliche Darstellungen aus der Mathematik 
u. Physik. Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg. von 


Dr. W. Lietzmann Dr. A. Witting 


Oberstud.-Dir. d. Oberrealschule zuGöttingen Oberstudienrat, Gymnasialpr. i. Dresden } N 
Fast alle Bändchen enthalten zahlreiche Figuren. kl. 8. Kart. je M. 1.40 


Die Sammlung, die in einzeln käuflichen Bändchenin zwangloser Folge herausgegeben wird, 
bezweckt, allen denen, die Interesse an den mathematisch- physikalischen Wissenschaften 
haben, es in angenehmer Form zu ermöglichen, sich über das gemeinhin in den Schulen 
Gebotene hinaus zu belehren. Die Bändchen geben also teils eine Vertiefung solcher ele- 
mentarer Probleme, die allgemeinere kulturelle Bedeutung oder besonderes wissenschaft- 
lichesGewichthaben, teils sollen sie Dinge behandeln, die den Leser, ohne zu große Anforde- 
rungen an seine Kenntnisse zu stellen, in neue Gebiete der Mathematik und Physik einführen. 


Bisher sind erschienen (1912/23): 


und 


— Beh 


Der Begriii der Zahl in seiner logischen und 
historischen Entwicklung. Von H. Wie- 
leitner. 2., durchgeseh. Aufl. (Bd. 2.) 

Ziffern und Ziffernsysteme. Von E. Löffler. 
2., neubearb. Aufl. 1: Die Zahlzeichen der 
alien Kulturvölker. (Bd. 1.) II: Die Z. im 
Mittelalter und in der Neuzeit. (Bd. 34.) 

Die 7 Reehnungsarten mit allgemeinen Zah- 
len. Von H. Wielei tner. 2. Aufl. (Bd. 7.) 

Abgekürzte Rechnung. V. A. Witting. (Bd. 47) 

Einfünrung in die Infinitesimalrechnung. 
Von A. Witting. 2. Aufl. I: Die Diife- 
rentlal-, II: Die Integralrechnung.(Bd.9 u.41.) 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. V. O. Meiß- 
ner. 2. Auflage. I: Grundiehren. (Bd. 4.) 
II: Anwendungen. (Bd. 33.) 

Vom periodischen Dezimalbruch zur Zahlen- 
theorie. Von A. Leman. (Bd. 10.) 

Kreisevolventen und ganze algebraische 
Funktionen. Von H. Onnen. (Bd. 51.) 

Der pytnagoreisene Lehrsatz mit einem Aus- 
blick auf das Fermatsche Problem. Von 
W. Lietzmann. 2. Aufl. (Bd. 3.) 

Methoden zur Lösung geometrischer Auf- 
gaben. Von B. Kerst. (Bd. 26.) 

Einführung in die Trigonometrie. Von A. 
Witting (Bd. 43.) 

Nichteuklidische Geometrie in der Kugel- 
ebene. Von W. Dieck. (Bd. 31.) 

Der Goldene Schnitt. V. H. E. Timer ding. (82.) 

Ebene Geometrie. Von B. Kerst. (Bd. 10.) 

Darstellende Geometrie d. Geländes u. verw. 
Anwend. d. Methode d.kotiert.Projektionen. 
Von R. Rothe. 2., verb. Aufl. (Bd. 35/36.) 

Konstruktionen in begrenzter Ebene. Von 
P. Zühlke. (Bd. 11.) 

Einführung in die projektive Geometrie. Von 
M. Zacharias. 2. Aufl. (Bd. 6. 

Funktionen, Schaubilder, Funktionstafeln. Von 
A. Witting. (Bd. 48.) 

Einführung I. d. Nomographie. V. P. Lucke y. 
I. Die Funktionsleiter (28.) Il. Die Zeichnung 
als Rechenmaschine. (37.) 


Theorie und Praxis des logarithm. Rechen- 
schiebers. V. A. Ro hr berg. 2. Aufl. (Bd. 28.) 
Die Anfertigung mathemat. Modelle. (Für 

Schüler mittl. Kl.) Von K. Giebel. (Bd. 16.) 
Karte und Kroki. Von H. Wolff. (Bd. 27.) 
Die Grundlagen unserer Zeitrechnung. Von 

A. Baruch. (Bd. 29.) 8 
Die mathemat. Grundlagen d. Variations- u. 

Vererbungslehre. Von P. Riebesell. (24) 
Mathematik u. Biologie. V. M. S chips. (Bd. 42.) 
Beispiele zur Geschichte der Matnematik,Von 

A. Witting und M. Gebhard. (Bd. 15.) 
Wie man einstens rechnete. Von Studienrat 

E. Fettweis. (Bd. 49.) 
Mathematiker-Anekdoten. Von W. Ahrens. 

2. Aufl. (Bd. 18.) 
Die Quadratur d. 

2. Aufl. (Bd. 12.) 9 
Wo steckt der Fehler? Von W. Lietzmann 

und V. Trier. 3. Aufl. (Bd. 52.) ' 7 
Trugschlüsse. Gesammelt von W. Lietz- 

mann. 3. Aufl. des 1. Teiles von: WO 

steckt der Fehler? (Bd. 53.) 5 
Geheimnisse der Rechenkünstler. Von Ph. 

Maennchen. 2. Aufl. (Bd. 13.) 5 
Riesen und Zwerge im Zahlenreiche. Von 

W.Lietzmann. 2. Aufl. (Bd. 25.) 
Die mathematischen Grundlagen der Lebens- 

versicherung. Von H. Schütze. (Bd. 46.) 
Die Fallgesetze. Von H. E. Timerding. 

2. Aufl. (Bd. 5.) 10 
Atom- und Quantentheorie. Von P.Kirch- 

berger. (Bd. 44/45.) 5 
lonentheorie. Von P. Bräuer. (Bd. 38.) 
Das Relativitätsprinzip. Leichtfaßlich ent- 

wickelt von A. Angersbach. (Bd. 39.) 
Dreht sich die Erde? Von W.Brunner. (17.) 
Theorie der Planetenbewegung. Von P. 

Meth. 2., umg. Aufl. (Bd. 8.) Ss 
Beobachtung d. Himmels mit einfach. Instru- 

menten. Von Fr. Rus ch. 2. Aufl. (Bd. 14.) 
Matnem. Streifzüge durch die Geschichte der 

Astronomie. Von P. K it ehber ger. (Bd. 40.) 1 
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In Vorbereitung: Herold, Zinseszins-, Renten- und Anleiherechnung. Wicke, Kon- 
orme Abbildungen. Winkelmann, Der Kreisel. Wolfi, Feldmessen und Höhenmessen. 
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8 4 Die angegeb. als unverbindlich anzuſehenden Preiſe find Grundpreiſe. 
Die Ladenpreife ergeben ſich aus halbtlertem Grundpreis < Schlüſſelzahl des 
Br Börſenvereins (März 1923: 2000) · 


Teubners 
kleine Fachwörterbücher 


geben taſch und zuverläſſig Auskunft auf jedem Spezialgebiete und laſſen 
ſich je nach den Intereſſen und den Mitteln des einzelnen nach und 
nach zu einer Enzöklopädie aller Wiſſenszweige erweitern. 


„Mit dieſen kleinen Fachwörterbüchern hat der Verlag Teubner wieder einen ſeht glücklichen 
Bi: Gtiff getan. Sie erfehen tatſächlich für ihre Sondergebiete ein Konveriationsleriton und 
I werden gewiß) großen Anklang finden.“ [Deutſche Warte.) 
„Wet iſt jetzt in der Lage, teuere Nachſchlagebüchet zu kaufen? Wie viele aus den Reiben 
det Volkshochſchulbeſuchet verlangen nach Bandteichungen, die das Studium der Natur 
und Geiſteswiſſenſchaften ermöglichen. Die Erklärungen find ſachlich zutreffend und fo kutz 
als möglich gegeben, das Sptachliche iſt gründlich eriaft, das Weſentliche betückſichtigt. Die 
Bücher find eine glückliche Ergänzung der Bändchen „Aus Natur und Geiſteswelt“ des 
gleichen Verlags. Selbſtvetſtändlich iſt dem neueſten Stande der Wiſſenſchaft Rechnung 
getragen.“ (Säahfiihe Schulzeitung.) 


„Dieſe handlichen Nachſchlagebücher bieten nach Form und Inhalt Vorzügliches und werden 
ſich, wie zu erwarten ſteht, in unſeren Volksbüchereien ſchnell einbürgern.“ 
(Blätter für Volksbibliotheken.)] 


Bisher erſchienen: 
Jeder Band gebunden M. 5.— 


Philoſophiſches Wörterbuch. 3. Aufl. Von Studienrat Dr. B. Thor: 
mehet. (Bd. 4.) 
Pſychologiſches Wörterbuch von Dr. Stis Gieſe. Mit 60 Fig. (Bd. 7.) 
ae zur deutjchen Literatur von Studienrat Dr. B. Röhl. 
. 4.) 
*Muſikaliſches Wörterbuch von Brivatdoy. Dr. 5. J. Moſer. (Bd. 12.) 
„Wörterbuch zur Kunſtgeſchichte von Dr. H. Vollmer. 

. Wörterbuch von Prof. Dr. G. Berndt. Mit SI Fig. 

(Bd. 5.) N 
*Chemiſches Wörterbuch von Prof. Dr. HB. Remß. (Bd. Jo.) 
Rſtronomiſches Wörterbuch v. Obſervator Dr. B. Naumann. (Bd. ].) 

Geologiſch⸗mineralogiſches Wörterbuch von Dr. C. W. Schmidt. 

Mit 2 Abb. (Bd. 6.) 

Geographiſches Wörterbuch von Prof. Dr. O. Kende. l. Allgem. 
Erdkunde. Mit 87 Abb. (Bd. s.) II. Wötterbuch der Länder⸗ und 
Wirtſchaftskunde. (Bd. 19.) 

Zoologiſches Wörterbuch von Direktor Dr. Th. Knottnerus⸗ 
Meder (Bd. 2.) 

Botaniſches Wörterbuch von Dr. O. Gerke. Mit 103 Abb. (Bd. .) 

Wörterbuch der Warenkunde von Prof. Dr. M. Pletſch. (Bd. g.) 

Handelswörterbuch von Handelsſchuldirektor Dr. V. Sittel und 
Juſttzrat Dr. M. Strauß. Zugleich fünfſprachiges Wörterbuch, zus 
ſammengeſtellt von V. Atmhaus, verpfl. Dolmetſcher. (Bd. 9.) 

* in Votbeteitung bzw. unter der Preſſe (1029) 5 
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N Grundzüge der Eänderkunde. Band I 
| Bon N. Hettner. 2., gänzl. umg. Aufl. Mit 4 Tafeln u. 197 Kärtchen. 
Geh. M. 8.60, geb. M. 12.—, in Halbleder mit Goldoberſchnitt M. 62.— 
Der vorliegende I. Band der „Grundzüge der Länderkunde bietet eine zuſammen⸗ 


faſſende Darftellung der Länder Europas in ihter neuen Öeftaltung auf wiſſenſchaſtlicher, 
aber gemeinderſtandlicher Grundlage. - 1. Band: Auffereuropãiſche Erdteile. In Voch. 29. 


Aſtronomie 
Unter Redaktion von J. Hartmann bearbeitet von zahlreichen Fachgelehrten. 
(Die Kultur der Gegenwart. Teil III, Abt. III, Bd. 3.) M. 20.-, geb. M. 28.— 


„Ein wahrhaft orofjactiges Werk, be durch Bae einer Nnzahl Spezial- 
ſorſchet entſtanden iſt.“ [Naturwiſſenſchaftliche Wochenſcheift.] 


Aſtrophöſik „ 
3., neubearb. Aufl. von Scheiners Bopulärer Aſtrophhſik. Von K. Graff. n 
Mir 254 Tafeln und 97 Siguren. Geh. M. 12.-, geb. M. 15.60 


| Das Wert bietet in der Neuauflage eine auch dem gebildeten Eaien zugängliche Eins 
| fübeung in die neueſten auferordentlihen Fortſchritte der afttophöftaliihen Sorihung 


|: Anthropologie 

Unter Redakt. v. G. Schwalbe u. E. §iſcher bearb. von zahlt. Fachgelehtten. 

(Die Kultur der Gegenwart. Teil Il, Abt. V.) Geh. M. 34.-, geb. M. 42.-, 
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